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Wprowadzenie

Symulacje komputerowe sg niezbednym elementem projektowania, szczegdlnie gdy bierze
sie pod uwage obcigzenia wyjgtkowe, ktére prowadzg do zniszczenia konstrukcji lub jej
elementéw. Aby przewidzie¢ realne zachowanie konstrukcji poddanej obcigzeniom wyjat-
kowym, nalezy zastosowac kryterium zniszczenia. Symulacje proceséw mechanicznych,
ktére zachodzg w konstrukcjach betonowych, podzielono na dwie zasadnicze czesci.
Pierwsza z nich dotyczy obcigzen quasi-statycznych, druga dynamicznych. Obcigzenia wy-
jatkowe prowadza do zniszczenia catej konstrukcji i do utraty jej nosnosci lub do jej uszko-
dzenia, tzn. do zniszczenia tylko jej czesci.

W rozdziale 1 przedstawiono wybrane wtasciwosci mechaniczne betonu zwyktego. Prezen-
tacji tej dokonano, poniewaz przedmiotem monografii jest analiza pdl mechanicznych.
Na podstawie literatury omoéwiono przede wszystkim wytrzymatos¢ betonu poddanego
obcigzeniom quasi-statycznym i dynamicznym. Przypomniano sposoby pomiaru wytrzyma-
tosci na Sciskanie, rozcigganie oraz znane wyniki w dwuosiowym stanie naprezenia.
W drugiej czesci rozdziatu 1 okreslono wytrzymatosé betonu przy dynamicznym sciskaniu
i rozcigganiu. Przedstawiono rowniez ogdlnie testy laboratoryjne, ktére stuzg do pomiaru
wytrzymatosci dynamicznej.

Podstawowg przyjetg tutaj metody obliczeniowg jest metoda elementéw skonczonych,
dlatego w rozdziale 2 podano jej sformutowanie ze sposobem rozwigzania problemow
quasi-statycznych (metoda Newtona-Raphsona) i dynamicznych (jawna metoda catkowa-
nia rownan ruchu).

Rozdziat 3 zawiera mechaniczng analize mikrostruktury betonu, wptywajacej na jego glo-
balne zachowanie. Celem tej czesci jest préba okreslenia wtasciwosci sprezystych betonu
wraz z kryterium zniszczenia w ptaskim stanie naprezenia. Postuzono sie tutaj homogeni-
zacjg numeryczng osrodka losowego. Omdwiono dwa sposoby losowania, a mianowicie
losowanie jednorodne i losowanie zdeterminowane, ktére ma na celu odwzorowanie we-
wnetrznej struktury betonu. Analiza wielkosci i ksztattu reprezentatywnej objetosci (RVE),
szczegblnie w nawigzaniu do najwiekszego kruszywa, jest istotng czescig ksigzki. Wiedza
o mikrostrukturze i zjawiskach zachodzgcych w betonie (jak utrata kohezji czy poslizg) jest
niezbedna do analizy zjawisk zachodzgcych w skali makro.

W rozdziale 4 oprécz wprowadzenia podstawowych wielkosci, jak niezmienniki stanu napre-
Zenia i ich energetyczna interpretacja, znalazta sie rowniez analiza znanych kryteridow znisz-
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czenia materiatow. Usystematyzowanie quasi-statycznych kryteridw zniszczenia jest nie-
zbedne do lepszego zrozumienia korzysci i ograniczen, jakie ptyng z ich uzycia. Zamieszczono
w nim rowniez interpretacje energetyczng wybranych kryteriow oraz ksztatt omawianych
powierzchni w przekroju potudnikowym, dewiatorowym i w ptaskim stanie naprezenia.
Przedmiotem rozwazan jest réwniez identyfikacja parametrow konstytutywnych na podsta-
wie znanych wartosci wytrzymatosci betonu. Opis modelu betonu plastycznego z uwzgled-
nieniem zniszczenia oraz dwoch powierzchni: potencjatu plastycznego i obcigzenia,
w ktérym zastosowano niestowarzyszone prawo ptyniecia, podano rozdziale 4. Omoéwiono
sposéb identyfikacji czterech podstawowych parametréw konstytutywnych okreslajgcych
obie powierzchnie i opisano ich ewolucje w przestrzeni odksztatcen plastycznych. Przyktady
obliczeniowe (czteropunktowego zginania belki betonowej z nacieciem oraz czteropunkto-
wego asymetrycznego zginania belki betonowej z nacieciem) weryfikujace identyfikacje pa-
rametrow sg istotne ze wzgledu na praktyczne zastosowanie kryterium. Symulacja zachowa-
nia stalowo-betonowego stupa zespolonego, majgca na celu analize jego nosnosci na zgina-
nie przy Sciskaniu, jest waznym fragmentem monografii.
Ze wzgledu na dynamiczny charakter niektérych obcigzen, moggcych prowadzi¢ do zniszcze-
nia betonu, niezbedne jest uogdlnienie omoéwionych kryteriéw w celu uwzglednienia wiek-
szej wytrzymatosci przy obcigzeniach dynamicznych. W rozdziale 5 pokazano, jak wytrzyma-
tos¢ dynamiczna zwieksza sie w stosunku do wytrzymatosci quasi-statycznej przy zastosowa-
niu kumulatywnego kryterium zniszczenia betonu. Przedstawiono réwniez sposéb identyfi-
kacji parametrow modelu i ich wptyw na okreslenie czasu do zniszczenia betonu. Przytoczono
przyktady praktycznego zastosowania kryterium dynamicznego. Pierwszy dotyczy problemu
powstawania odprysku w tescie dynamicznego rozrywania betonu (test laboratoryjny po-
zwala okresli¢ dynamiczng wytrzymatos¢ na rozcigganie). Drugi dotyczy powstawania odpry-
sku w ptycie betonowej obcigzonej eksplozjg materiatu wybuchowego. Wyniki eksperymen-
talne zaczerpnieto z danych opublikowanych przez Francuska Agencje Energii Atomowe;j
(Gatuingt, Pijaudier-Cabot 2002). Ostatni przyktad ma charakter czysto numeryczny, dotyczy
symulacji perforacji ptyty betonowej i zelbetowej przez sztywny pocisk.
W zakoriczeniu odniesiono sie do szczegdétowych celéw monografii i podsumowano catosc.
Cele te sg nastepujace:

* przedstawienie wynikéw badan eksperymentalnych wytrzymatosci betonu zwyktego
przy obcigzeniach quasi-statycznych i dynamicznych;
analiza wytrzymatosci quasi-statycznej niejednorodnej prébki betonowej z mikro-
strukturg losowg, prowadzgca do okreslenia kryterium zniszczenia w ptaskim stanie
naprezenia wraz z identyfikacjg parametréw konstytutywnych modelu izotropowego
betonu w skali makro;
analiza wybranych quasi-statycznych kryteriéw zniszczenia; identyfikacja parametréw
na podstawie testéw laboratoryjnych i okreslenie ksztattu powierzchni zniszczenia
W przestrzeni niezmienniczej wraz z energetyczng interpretacja;
opis modelu matematycznego betonu plastycznego uwzgledniajacego uszkodzenie
wraz z weryfikacja tego modelu na podstawie znanych testéw eksperymentalnych
betonu;



e wprowadzenie dynamicznego kumulatywnego kryterium zniszczenia i identyfikacja
parametréw konstytutywnych;
e wyznaczenie wptywu parametréw konstytutywnych i historii obcigzenia na okreslenie
czasu do zniszczenia betonu;
e weryfikacja kryterium kumulatywnego zniszczenia na podstawie wybranych testéw
laboratoryjnych.
Gtéwnym przedmiotem monografii jest opis kryteriow zniszczenia betonu, gdyz stanowig
one istotny element programow komputerowych opartych na metodzie elementéw skon-
czonych. W nowoczesnych programach obliczeniowych, zawierajagcych wiele skompliko-
wanych funkcji i zaawansowanych algorytméw (kontakt, efektywne metody rozwigzywa-
nia uktadéw réwnan nieliniowych w przypadku zadan quasi-statycznych i catkowania réw-
nan ruchu w dynamice), o tym, czy wirtualny eksperyment da zgodne z rzeczywistoscig
wyniki, decyduje prawidtowy opis materiatu. Dlatego istotne jest prawidtowe rozumienie
stosowanego w opisie konstytutywnym kryterium zniszczenia i prawidtowa identyfikacja
parametréw oparta na wymagane;j liczbie testow laboratoryjnych. Temat jest wiec aktual-
ny i wazny dla prawidtowego okreslenia bezpieczenstwa konstrukcji betonowej poddane;j
obcigzeniom wyjatkowym.
Monografia powstata przy wsparciu Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wyzszego w ramach
grantu N N519 419435 ,Ewolucja wtasciwosci oraz kryteria zniszczenia materiatow i kon-
strukcji przy szybkich obcigzeniach dynamicznych”.






1. Wybrane wtasciwosci betonu

Beton jako materiat kompozytowy sktada sie z kilku elementéw sktadowych: kruszywa,
cementu i wody, ktore po zhydratyzowaniu stanowig sztuczng skate. Z tego wynika, ze
struktura betonu jest ztozona, co znajduje potwierdzenie w metodach testowania jego
wtasciwosci mechanicznych, a mianowicie wytrzymatosci i odksztatcalnosci w $ciskaniu,
rozcigganiu i w ztozonym stanie naprezenia. Duza liczba parametréw mieszanki, takich jak:
stosunek wody do cementu, stosunek cementu do kruszywa, powierzchnia kruszywa
(przyczepnos¢), ksztatt i wielko$¢ kruszywa, rodzaj cementu i dodatki uszlachetniajgce,
wptywa na wtasciwosci mechaniczne betonu.

Drobne rysy w dojrzatym betonie istniejg na granicy kruszywa i zaprawy nawet
w materiale czy konstrukcji nieobcigzonej (Chen, Chen 1975 oraz Neville 2000). Mikrorysy
sg spowodowane rozmieszczeniem komponentdw struktury uzyskanym podczas mieszania
oraz zjawiskami reologicznymi skurczu i petzania podczas dojrzewania betonu. Zatem pro-
pagacja i ewolucja rys majg zwykle charakter losowy (patrz rozdziat 3). Mimo niejednorod-
nych witasciwosci struktury beton moze by¢ rozwazany jako jednorodny, izotropowy osro-
dek ciggty (patrz rozdziat 4) przed zarysowaniem spowodowanym obcigzeniem zewnetrz-
nym, wymaga to jednak odpowiedniej wielkosci probki betonowej w poréwnaniu z wymia-
rem kruszywa (Drugan, Willis 1996).

Waznym, ztozonym problemem w nieliniowe] analizie zachowania konstrukcji betonowych
czy zelbetowych jest przyjecie odpowiedniego modelu konstytutywnego dla betonu (patrz
podrozdziat 4.3 i rozdziat 5), gdyz beton poddany obcigzeniom wyjgtkowym, wykraczajg-
cym poza granice sprezystego zachowania, peka, kruszy sie i odspaja od zbrojenia. Sg to
silnie nieliniowe zjawiska, ktére utrudniajg symulacje numeryczng jego zachowania. Przy-
czyng jest wiasnie niejednorodnos¢ struktury spowodowana kompozytowsa, ztozong mi-
krobudowa.

1.1. Quasi-statyczne witasciwosci betonu

Najwazniejszg cechg betonu jest wytrzymatos$¢ na Sciskanie. Wskazuje ona ogdlnie na jego
jakos¢ oraz budowe wewnetrzng. Poza tym jest rowniez podstawowg wielkoscig uzywang
w projektowaniu konstrukcji. Wytrzymatos¢ na $ciskanie wynika wprost z wytrzymatosci
zhydratyzowanej zaprawy cementowe] (sztywnego cementowego zelu), podstawowego
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produktu hydratacji. Sztywnos¢ i wytrzymatosc zelu cementowego wynika z interakcji czg-
steczek zelu miedzy sobg oraz z ich oddziatywania z kruszywem i innymi produktami hy-
dratacji cementu (Popovics 1998). Istniejg rézne testy wytrzymatosciowe betonu, ktére
okreslajg jego wytrzymatosc na Sciskanie, rozcigganie czy Scinanie. Dynamiczna wytrzyma-
tos$¢ na rozcigganie i Sciskanie stanowi odrebng kategorie i jest omawiana dalej (patrz pod-
rozdziat 1.2).

Wytrzymatosc na Sciskanie

Wytrzymatos¢ betonu na Sciskanie jest testowana za pomoca prasy hydraulicznej na sze-
$ciennych kostkach o dtugosci krawedzi 100, 150 lub 200 mm, specjalnie formowanych lub
wycinanych z konstrukcji betonowej. Dopuszczalne sg réwniez prébki walcowe o srednicy
150 mm i wysokosci 300 mm. Badana prébka jest poddawana dziataniu sity sciskajgcej
az do zniszczenia. Jako wytrzymatosc jest oznaczana wartos¢ stosunku maksymalnej sity do
aktualnego pola powierzchni sciskanej. Wazny jest zakres obcigzen prasy, gdyz maksymal-
na sita potrzebna do zniszczenia probki powinna stanowi¢ minimum 20% i maksimum 90%
petnego zakresu obcigzen prasy. Ptyty oporowe o odpowiedniej sztywnosci powinny za-
pewniaé rownomierne przekazywanie obcigzenia. Przed badaniem nalezy okresli¢ wymiary
probek z doktadnoscig do 0,1 mm. Predkosé przyrostu naprezen sciskajgcych w prébce
powinna by¢ stata i wynosi¢ 0,6+0,4 MPa/s.
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Rys. 1.1. Wyniki jednoosiowego testu betonu poddanego Sciskaniu i rozcigganiu

Istnieje wiele badan zachowania betonu podczas jednoosiowego sciskania. Gdy podane
wyzej zatozenia sg spetnione, wyniki eksperymentdw sg miarodajne i poréwnywalne.
Z wielu prob opisania krzywej naprezenie — odksztatcenie za pomocg réwnania — dobrg
korelacje z wiekszoscig wynikow wykazuje rownanie (Neville 2000):
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Powyiszg zalezno$¢ mozna przedstawic graficznie (patrz rys. 1.1) dla réznych klas betonu
zwyktego (od B20 do B50). Wszystkie wykresy taczy wspdlna cecha, ktdra jest poczatkowa
liniowos$¢ w strefie Sciskania i rozciggania. Przyjmuje sie, ze zachowanie betonu jest linio-
we do okoto 60% maksymalnych naprezen. Powyzej tej granicy wykres ulega zakrzywieniu,
tzn. zmienia sie wspétczynnik proporcjonalnosci E. W granicach od 75% do 90% zakrzy-
wienie wzrasta gwattownie. Jest to spowodowane coraz wiekszym zniszczeniem struktury
wewnetrznej. Krzywa dla wszystkich klas betonu osigga ekstremum réwne wytrzymatosci
na $ciskanie, po czym zaczyna opadac na skutek degradacji, az do momentu zniszczenia
betonu przez pokruszenie.

Wytrzymatos¢ na rozcigganie

Rzeczywista wytrzymatosé betonu na rozcigganie jest znacznie mniejsza niz wytrzymatosé
teoretyczna, obliczona na podstawie kohezji molekularnej i energii powierzchniowej ciata
doskonale jednorodnego. Teoretyczna wytrzymatos¢ siega 10,5 GPa (Neville 2000). Wy-
trzymatos¢ rzeczywista zalezy jednak w duzej mierze od przyczepnosci ziaren kruszywa do
stwardniatego zaczynu cementowego. Ze wzgledu na duze zréznicowanie ziaren kruszywa
wyniki tego typu badan wykazujg duze odchylenie standardowe i sg zalezne od ksztattu
oraz wielkosci prébek. Dlatego w praktyce budowlanej wytrzymatos$¢ na rozcigganie uza-
leznia sie od wytrzymatosci na sciskanie.

Istnieje kilka wzoréw empirycznych wigzgcych wytrzymatosé na rozcigganie z wytrzymato-
$cig na Sciskanie. Najczesciej majg one postac:

fe = k(O™ 1.3

gdzie k i n sg wspoétczynnikami. Najlepszymi parametrami sg k = 0,3 i n = 2/3 (Raphael
1984). Krzywa odpowiadajgcg tym parametrom przedstawiono na rys. 1.2. W literaturze
mozna znalez¢ réwniez inne wartosci: k = 0,2 in = 0,7 (Oluokun 1991).

Istnieje mozliwos¢ zbadania wytrzymatosci betonu na rozcigganie. Najczesciej stuzg do
tego specjalne testy, ktdre prowadzg do roztupania prébki betonowej podczas jej Sciska-
nia. Jedng z nich jest metoda brazylijska, polegajgca wtasnie na roztupywaniu prébki beto-
nowej. Schemat tej metody przedstawiono na rys. 1.3. Badaniom poddaje sie kostki o bo-
ku 150 mm lub walce o $rednicy 150 mm i wysokosci 300 mm. Przyktada sie do nich site
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przez podktadki o szerokosci 0,1d, gdzie d jest szerokoscig lub $rednicg probek szescien-
nych lub walcowych. Podktadki powinny by¢ wykonane z twardej ptyty pilsSniowej grubosci
okoto 4 mm. Prébke obcigza sie sitg Sciskajgcg, wywotujgc wzrost naprezenia w prébce
betonowej z predkoscig okoto 0,06 MPa/s. Test powinien trwaé minimum 30 s.
Wytrzymatos¢ probek na rozcigganie przy roztupywaniu oblicza sie zgodnie ze wzorem:
f: = 2F /(nd?) dla prébek szesciennych i zgodnie ze wzorem: f, = 2F /(ndl) dla prébek
walcowych. Prawidtowy obraz zniszczenia prébki w tym badaniu to pekniecie w ptaszczyz-
nie wyznaczonej liniami przytozenia sity. Zaleca sie badanie minimum 15 prébek, a w ce-
lach sondazowych minimum 6.

4 -
qE) ......... o|uokuna
S Raphael -
= N
s 1 T e
s | e
cw 24 7 e
cao | e
w2 | e
o
s 19 A
g
g
g 0 . ' ' ' '
0 10 20 30 40 >0

wytrzymatos¢ na Sciskanie [MPa]

Rys. 1.2. Zalezno$¢ wytrzymatosci na rozcigganie od wytrzymatosci na Sciskanie
(Neville 2000)

a) b)

Prébka betonowa

150

Podkiadki (150+20)x(15+2)x(4+1) mm Stalowy element
z twarde] plyty piléniowej

Podktadki (300+20)x(15%2)x(4+1) mm
z twardej ptyty pilSniowej

Rys. 1.3. Schemat badania prébek szesciennych (a) i walcowych (b) na rozcigganie przy
roztupywaniu
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Rys. 1.4. Konfiguracja testu bezposredniego rozciggania oraz prébki po tescie bezposred-

niego rozciggania wraz krzywymi eksperymentalnymi naprezenie — odksztatcenie
(Swaddiwudhiponga, Hai-Rong Lub, Wee 2003)
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Rys. 1.5. Krzywe zniszczenia w dwuosiowym stanie naprezenia, gdy koricowe ograniczenia
sg wyeliminowane (Kupfer, Hilsdo, Rusch, 1969)
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Istniejg rowniez inne metody badania wytrzymatosci betonu na rozcigganie, miedzy innymi
metoda bezposrednia (Swaddiwudhiponga, Hai-Rong Lub, Wee 2003). W metodzie tej
probka betonowa jest jednostajnie rozciggana na maszynie wytrzymatosciowej Instron.
Na rysunku 1.4 przedstawiono mechanizmy zniszczenia prébek betonowych przytwierdzo-
nych do sitownikow w taki sposéb, by zapobiec wystgpieniu zginania w betonie. Probki
ulegty zniszczeniu w okolicach srodka przez rozerwanie. Dodatkowo na rysunku przedsta-
wiono wykresy zaleznosci naprezen rozciggajagcych od odksztatcen w réznych testach bez-
posredniego rozciggania (Swaddiwudhiponga, Hai-Rong, Wee 2003).

Wytrzymatos¢ betonu w ptaskim stanie naprezenia

Zachowanie w pfaskim stanie naprezenia jest istotng cecha betonu. Zachowanie betonu
w tréjosiowym stanie naprezenia (Chen 1982) jest omdéwione pdzniej (patrz rozdziat 4).
Na rysunku 1.5 przedstawiono krzywe zniszczenia uzyskane w badaniach eksperymental-
nych dla trzech przyktadowych klas betonu (Kupfer, Hilsdo, Rusch 1969). Na osiach rzednej
i odcietej sg naprezenia gtéwne, odpowiednio oy i . Wzajemna interakcja naprezen
(sprzezenie) jest porownywalna dla réznych klas betonu zwyktego (Kupfer, Hilsdo, Rusch
1969).

1.2.Dynamiczne wtasciwosci betonu

Impulsowe obcigzenia konstrukcji w przypadku przekroczenia dynamicznej wytrzymatosci
betonu powoduja ich zniszczenie lub uszkodzenie. Skutek obcigzen dynamicznych bardzo
czesto jest nieprzewidywalny. Na rysunku 1.6 przedstawiono rdznego rodzaju obcigzenia
oraz odpowiadajgce im zakresy predkosci odksztatcen od petzania przez procesy quasi-
-statyczne az do zderzen, wybuchdéw czy trzesien ziemi (procesy dynamiczne). W wyniku
obcigzenia konstrukcji betonowych falg uderzeniowg wywotang eksplozjg materiatu wybu-
chowego dochodzi do duzych predkosci odksztatcen, rzedu 1000 1/s.

wybuchy i perforacje

trzesienia ziemi

petfzanie quasi-statyka dynamika

Rys. 1.6. Predkos¢ odksztatcen na skutek réznych obcigzen wyjatkowych

W tej monografii zaprezentowano jedynie symulacje proceséw quasi-statycznych i dyna-
micznych, a wiec zderzen i wybuchdéw. Informacje na temat quasi-statycznych wtasciwosci
betonu zaréwno $ciskanego, jak i rozcigganego oraz w ztozonym stanie naprezenia przed-
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stawiono w podrozdziale 1.1. Nizej omoéwiono wptyw duzych predkosci odksztatcen
na dynamiczng wytrzymatos$¢ przy Sciskaniu i rozcigganiu, poniewaz od poczatku XX wieku
wiadomo, ze na wytrzymatos¢ betonu zasadniczy wptyw ma predkosé deformacji (Abrams
1917). Wyniki najnowszych badan wielokrotnie to potwierdzity (Klepaczko, Brara 2001;
Ross, Tedesco, Kuenen 1992 oraz Bischoff, Perry 1991). Ponizej przedstawiono najwazniej-
sze metody badawcze dynamicznej wytrzymatosci betonu oraz poddano analizie wyniki
badan eksperymentalnych.

Dynamiczna wytrzymatos$é na sciskanie

Szczegbétowg analize wynikow badan dynamicznej wytrzymatosci betonu na Sciskanie
przedstawili w swojej pracy Bischoff i Perry (1991). Na rysunku 1.7 pokazano rezultaty uzy-
skane przez réznych badaczy analizujgcych wptyw predkosci odksztatcen na dynamiczna
wytrzymatos¢ betonu na Sciskanie. Na osi odcietych zaznaczono predkos¢ odksztatcen,
anaosi rzednych CDIF, czyli wspdtczynnik wzmocnienia wytrzymatosci przy $ciskaniu
(Compressive Dynamic Increase Factor). Warto$¢ CDIF nieznacznie przekracza 2. Wykres
na rys. 1.7 pokazuje ogdlng tendencje — wzrost predkosci odksztatcen na skutek sciskania
powoduje wzrost wytrzymatosci dynamicznej betonu. Wyniki badan dynamicznej wytrzy-
matosci na Sciskanie w jeszcze wiekszym stopniu zalezg od metody badawczej niz wyniki
badan quasi-statycznych. Kolejnym powodem rdznicy uzyskanych wynikow sg rdozne wiel-
kosci prébek betonowych i rézne materiaty (cho¢ zawsze badano beton). Wazne byty ja-

® Evans (1942)

Watstein (1953,1955)

® Atchley i Furr (1967)

LEL ® Hughes i Gregory (1972)
© @ Kvirikadze (1977)
: Popp (1977)
0,5 ® Malvern i Ross (1984,1985)
0,0
1E-06 0,0001 0,01 1 100

predkos¢ odksztatcen [1/s]

Rys. 1.7. Wptyw predkosci odksztatcen na CDIF (opracowano na podstawie (Bischoff, Perry
1991))
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kos$¢ betonu, kruszywo, z ktorego byt wykonany, a szczegélnie krzywa przesiewowa
(Neville 2000), wskazujgca na gradacje jego ziaren. Zapewne istotny byt rdwniez sposdb
zageszczenia mieszanki betonowej i warunki jej dojrzewania. Poza tym rdzni badacze uzy-
wali réznych technik badawczych, co pociggato za sobg rézne skutki dynamiczne, np. nie-
ustalony wptyw warunkéw brzegowych. Nalezy zatem stwierdzi¢, ze badania, ktére miaty-
by stuzy¢ do poréwnania wynikéw wytrzymatosci dynamicznej, nalezatoby prowadzic¢
kompleksowo i z uzyciem tylko jednej zweryfikowanej metody badawczej, np. za pomocg
preta Hopkinsona (Split Pressure Hopkinson Bar). Technika ta jest wykorzystywana do
okreélenia wytrzymatoéci dynamicznej betonu w zakresie predkosci odksztatcer od 10 st
do 1000 s~! (Li, Meng 2003).

pret pret zhiornik
transmitujgcy padajacy cisnieniowy
bufor pret
absorbujgcy prébka pocisk
betonowa
[}
@ 1 C 1>
; 11
| gaz pod
tensometr | —  oscyloskop stoper cisnieniem
PC

Rys. 1.8. Schemat stanowiska badawczego do okreslenia dynamicznej wytrzymatosci
na $ciskanie

Przeprowadzenie dynamicznego Sciskania prébki betonowej wymaga specjalistycznego
oprzyrzadowania (patrz rys. 1.8). Pret Hopkinsona sktada sie z dwdch pretow: padajgcego
i transmitujgcego i wklejonej pomiedzy nie préobki betonowej. Osiowa fala Sciskajgca po-
wstaje w precie padajgcym na skutek uderzenia w niego pocisku wystrzelonego przez lufe
ze zbiornika cisnieniowego. Po uderzeniu pocisku fala S$ciskajgca propaguje sie
az do miejsca kontaktu z walcowg prébka betonowg. W miejscu kontaktu na skutek rézni-
cy charakterystycznej impedanc;ji, ktora jest cechg obu kontaktujacych sie materiatow (ilo-
czyn predkosci fali sprezystej i gestosci), czes¢ fali zostaje odbita od brzegu, a czes¢ jest
transmitowana do prébki betonowej. Fala odbita powraca jako fala rozciggajgca wzdtuz
preta padajacego, natomiast fala transmitowana przechodzi do preta transmitujacego.
Obie fale, odbita i transmitowana, s3 mierzone na powierzchni pretéw (padajgcego
i transmitujgcego) w potowie rozpietosci. Omawiana technika wymaga spetnienia dwdch
podstawowych zatozen: 1) w pretach propaguje sie jednowymiarowa sprezysta fala napre-
zenia, 2) naprezenia i odksztatcenia w probce betonowej sg jednoosiowe i rGwnomierne.
Pierwszy postulat jest spetniony, gdy ograniczymy sie tylko do predkosci pocisku wywotu-
jacej fale sprezystg w pretach. Nalezy réwniez uzy¢ pretow o odpowiedniej geometrii, aby
unikng¢ zjawiska dyspersji (Bischoff, Perry 1991). Z kolei stan naprezen i odksztatcen
18



w prébce betonowej zalezy od promienia probki, zjawisk bezwtadnosciowych i ewentual-
nej rotacji wzglednej probki betonowej i preta oraz tarcia miedzy nimi. Moze to spowo-
dowad, ze zatozenie drugie nie zostanie spetnione.

Dynamiczna wytrzymatosé na rozcigganie

Wyniki wybranych badan eksperymentalnych dynamicznej wytrzymatosci na rozcigganie
przedstawiono na rys. 1.9. Na osi odcietych podano predkos¢ odksztatcen, natomiast na
osi rzednych TDIF, czyli wspotczynnik wzmocnienia wytrzymatosci przy rozcigganiu (Tensile
Dynamic Increase Factor). Takze wykres na rys. 1.9 pokazuje tendencje wzrostu wytrzyma-
tosci dynamicznej wraz ze wzrostem predkosci odksztatcen. Podczas dynamicznego rozcia-
gania wspotczynnik TDIF osigga wartos¢ 12. Wyniki badan sg zrdznicowane, poniewaz
uzywano réznych rodzajow betonu, niekiedy o duzej niejednorodnosci. W nowszych bada-
niach jako materiat testowy wykorzystywano mikrobeton o wielkosci ziaren nieprzekracza-
jacej 2 mm (Klepaczko, Brara 2001). Kolejnym powodem réznych wynikéw byty metody
okreslania wytrzymatosci. Stosowano testy bezposredniego rozciggania (Ross, Tedesco,
Kuenen 1992), ale takze testy z uzyciem preta Hopkinsona (Klepaczko, Brara 2001 oraz
Brara, Klepaczko 2006).

Test bezposredniego dynamicznego rozciggania moze stuzy¢é do okreslenia dynamicznej
wytrzymatosci na rozcigganie w zakresie predkosci odksztatcenn od quasi-statycznych do
dynamicznych (maksymalnie 1 s™1). Prébki poddawane obcigzeniom quasi-statycznym s3
o wiele dtuzsze (patrz podrozdziat 1.2) niz prébki poddawane obcigzeniom dynamicznym
(Yan, Lin 2006). Na rysunku 1.10 przedstawiono wymiary probki do okreslenia dynamicznej
wytrzymatosci betonu na rozciagganie.

=Y
N

=Y
(en)

@ Birkimer (1966)
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w ® Mc Vay (1988)
~ A
E 6
@ Ross (1995)
4
@ Brara i Klepaczko (1999)
o)
oemAd o
0
1E-06 0,0001 0,01 1 100

predkos¢ odksztatcen [1/s]

Rys. 1.9. Poréwnanie réznych wynikéow badan eksperymentalnych dynamicznej wytrzyma-
tosci na rozcigganie (Brara, Klepaczko 2006)
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Badania eksperymentalne dynamicznego $ciskania z uzyciem preta Hopkinsona obejmujg
zakres predkosci odksztatcer nawet do 1000 s~ (Bischoff, Perry 1991). W badaniach dy-
namicznego rozciggania istotne sa wyniki z zakresu predkoéci odksztatcerd od 20s™! do
120s~! (Klepaczko, Brara 2001 oraz Brara, Klepaczko 2006). Réwniez szeroko jest oma-
wiany problem wptywu wilgotnosci probki betonowej na wspdtczynnik wzrostu wytrzyma-
tosci podczas dynamicznego rozciggania. Tutaj problem ten nie bedzie poruszany, lecz
wzrost wilgotnosci probki zwieksza TDIF. Nalezy ponadto nadmienic¢, ze wytrzymatosé na
rozcigganie jest najwazniejszg cechg mechaniczng takich quasi-kruchych materiatow jak
beton. Niestety, okazuje sie, ze przeprowadzenie testéw dynamicznych jest trudne, gdyz
zjawiska falowe w prébce uniemozliwiajg okreslenie wytrzymatosci podczas bezposrednie-
go rozciggania. Nalezy wiec w petni kontrolowac¢ wptyw warunkéw brzegowych i poczat-
kowych, czyli wyeliminowac wszelkie zrodta niepewnosci pomiarowe;j.

Gdy predkosci odksztatcen sg quasi-statyczne, stosuje sie standardowe testy, np. bezpo-
Srednie rozcigganie. Gdy predkosci sg wieksze, niezbedna jest modyfikacja preta Hopkin-
sona lub zastosowanie innej techniki badawczej, opartej na generowaniu poczgtkowo
w precie fali Sciskajgcej przez uderzenie. W koncowym stadium probka jest niszczona
przez rozerwanie spowodowane falg rozciggajaca.
Stosowano rézne techniki badawcze, ktérych zasa-
da dziatania byta zwykle podobna. Preta Hopkinso-
na do dynamicznego rozciggania pierwsi uzyli na-
ukowcy z University of Delf (Kormeling, Zielinski,
Reinhardt 1980). Swoje badania prowadzili na
prébkach betonowych o duzej srednicy, wklejo-
nych pomiedzy dwa prety. Fala Sciskajgca byta ge-
nerowana przez uderzenie w taki ukfad trzeciego

preta. Stosowano rowniez inne techniki badawcze,
f a w szczegdlnosci mniejsze wymiary probek: sred-

200

.

o | 100 - nica wynosita 74 mm, a dtugos¢ 100 mm (Zielinski
1982). Przeprowadzono serie testow z predkoscig

Rys. 1.10. Geometria i wymiary odksztatcert dochodzaca do 5 s™1. Ogélnie dla réz-
prébki betonowej nych klas betonu osiggano wartos¢ wspétczynnika

TDIF réwng 2. Koleja technikg badawczg okreslania
dynamicznej wytrzymatosci na rozcigganie byto uzycie dwdch pretéw, pomiedzy ktére
wstawiono walcowg probke betonowg w taki sposéb, ze jej o$ byta prostopadta do osi
pretéw. Podczas dynamicznego zgniatania probka ulega zniszczeniu przez rozerwanie
(Ross, Thompson, Tedesco 1989). Jest to test odpowiadajgcy quasi-statycznemu zgniataniu
probki walcowej. Stosowano prety o $rednicy okoto 75 mm. Fala sciskajgca byta genero-
wana przez uderzenie pocisku w jeden z pretéw. Zatozono, ze rozktad naprezen w probce
betonowej jest quasi-statyczny. Stosowano réwniez probki betonowe o réznych sredni-
cach — od 19 do 51 mm i dtugosci 45 mm (Ross, Thompson, Tedesco 1989). Autorzy
uwzgledniali rézng predkos¢ pociskdw wywotujgcych w probce predkosci odksztatcen
z zakresu od 10”7 s™1 do 20s7L. Osiagneli dos¢ znaczne wartosci wspodtczynnika TDIF, do-

chodzace do okoto 6, odpowiadajgce predkosci odksztatcenia 18 s~ 1.
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Prowadzono réwniez eksperymenty na mniejszych préobkach betonowych — o dtugosci 6,4
mm i 12,7 mm i $rednicy od 12,7 mm do 50,8 mm. W tym przypadku okreslono wartos¢
wspotczynnika TDIF réwng okoto 4,8 dla predkosci odksztatcerr okoto 70 s~ (John,
Antoun, Rajendran 1992). Inne eksperymenty, w ktérych okreslano wytrzymatosé dyna-
miczng betonu na rozcigganie, polegaty na wywotaniu w dfugiej prébce betonowej fali
Sciskajgcej przez eksplozje materiatu wybuchowego. Fala S$ciskajagca obijata sie
od swobodne] powierzchni i rozrywata probke w wyniku dynamicznego rozciggania. Do
eksperymentéw przeprowadzonych przez Londona i Quineya w 1923 roku nawigzywali
miedzy innymi Klepaczko iBrara (Brara, Klepaczko 2006). Podobne eksperymenty (fala
Sciskajgca byta wywotywana przez uderzenie stalowych kul) wykonywat Goldsmith (1966).
Eksperymenty z uzyciem pistoletu gazowego prowadzili Mellinger i Birkimer (1966). Uzy-
skali oni wspétczynniki TDIF réwne od 5,8 do 6,3 dla predkosci odksztatced od 20 st do
307

probka pret pocisk

betonowa pomiarowy
o7 e
A ZC
% ] T
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Rys. 1.11. Schemat dziatania preta Hopkinsona

Brara (1999) w pracy doktorskiej przedstawit doktadnie nowga technike badawcza stuzaca
do okreslenia dynamicznej wytrzymatosci na rozcigganie. Technika ta tgczy zjawisko pro-
pagacji fali w precie Hopkinsona z powstawaniem odprysku w betonowej prébce. Mimo
ograniczen metody (Srednica preta pomiarowego, wymiary prébki betonowej ianaliza
zjawisk falowych zachodzgcych w probce betonowej), ktére sg szeroko oméwione w lite-
raturze (Brara, Klepaczko 2006) jest ona z powodzeniem stosowana. Na schemacie na rys.
1.11 pokazano podstawowe elementy preta Hopkinsona, czyli pocisk, pret pomiarowy oraz
walcowg probke betonowg, wszystkie o Srednicy 40 mm. Aluminiowy pocisk jest wystrze-
liwany za pomoca pistoletu gazowego i naprowadzany na aluminiowy pret pomiarowy za
pomoca precyzyjnej lufy. Aluminium, z ktérego sg wykonane elementy uktadu, ma impe-
dancje zblizong do impedancji betonu. Tg metodg osiggnieto predkosci odksztatcen
w prébce betonowej od 20 s™! do 120 s~ %, odpowiadajg im zmierzone wartoéci wspot-
czynnika TDIF z zakresu od 4 do 12 (patrz rys. 1.9).

Podejscie normowe

Comité Euro-international du Béton (CEB) zaleca stosowanie tzw. dynamicznego wspot-
czynnika wytrzymatosci w obu przypadkach obcigzen (Sciskanie i rozcigganie). Wspotczyn-
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nik ten okresla, ile razy dynamiczna wytrzymatosé jest wieksza niz quasi-statyczna. Szcze-
golnie wazny dla materiatdow kruchych, takich jak beton, jest TDIF, gdyz nagte rozcigganie
jest najczestszg przyczyng zniszczenia, szczegdlnie pod wptywem nagtych obcigzen, takich
jak wybuchy (Jankowiak, todygowski, Sielicki 2007).

Réwnanie empiryczne zalecane przez CEB do okreslania CDIF ma postac:

1,026a
( &a . 1
(—) dlag; <30s
_ fcd _ Ecs
CDIF =—= , 1.4
fes AN
y (—) dlag; >30s™!
gCS

gdzie f,4 jest dynamiczng wytrzymatoscig na sciskanie dla predkosci odksztatcen &;. Z kolei
&, = 0,00003 s i odpowiada statycznej wytrzymatosci na $ciskanie f,,. Parametry 7, o
sg zdefiniowane przez CEB jako lg y = 6,156 — 0,49 oraz a = (5 + 3f.,/4)7}, gdzie f,,
jest wytrzymatoscig na sciskanie okreslang na prébkach walcowych. Wartosci obliczone
zréwnania 1.4 dla predkosci odksztatcers wiekszych niz 30 s~ odpowiadajg wynikom
przedstawionym na rys. 1.7 (Bischoff, Perry 1991 oraz Malvern, Ross 1985).
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logarytm predkosci odksztatcenia

Rys. 1.12. Wspodtczynnik DIF jako funkcja logarytmu predkosci odksztatcenia dla obu przy-
padkdéw (rozcigganie TDIF i Sciskanie DIF) obcigzenia (CEB 1987)

Jak juz wspomniano, dominujgcg role w dynamicznym zniszczeniu betonu odgrywa TDIF,
ktéry zostat wyznaczony na podstawie wielu eksperymentéw opisanych w literaturze
(Nowacki, Klepaczko 2001 oraz Weerheijma, Van Doormaalb, 2007). Jednak ostatnie ba-
dania (Brara, Klepaczko 2006) dowodzg, ze TDIF okreslony przez CEB jest niedoszacowany,
tzn. ma zbyt mate wartosci (okoto 6) dla predkosci odksztatcen rzedu 100 s~1. W niekté-
rych badaniach (Brara, Klepaczko 2006) wyznacza sie wartos¢ TDIF réwng okoto 10. Zgod-
nie z CEB, TDIF opisuje nastepujgce réwnanie:

f 1,0 dla g <10s™*
TDIF =2 =1206+0,26lgs; dla 10s™* <z <1s7, 15
ts 2,06 +2lgs, dla 1s71< gy
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gdzie f;4 jest dynamiczng wytrzymatoscia betonu na rozcigganie dla predkosci odksztatcen
&4. Rdwnanie moze byé rozszerzone do 1000 s~ (Klepaczko 1990). Poza tg granica pred-
kosci odksztatcen wartos¢ TDIF przyjmuje sie statg, aby zapobiec przeszacowaniu.






2. Metoda elementow skoriczonych

Ze wzgledu na ztozonos¢ zagadnien mechaniki betonu i nieliniowos¢ problemu w niniejszej
monografii postuzono sie metodg elementdw skonczonych. Istnieje wiele opracowan opi-
sujgcych te metode (Zienkiewicz, Taylor 2000; Crisfield 1991 oraz Belytschko, Liu, Moran
2000). Wszystkie obliczenia prezentowane w tej ksigzce zostaty wykonane w programach
Abaqus/Standard lub Abaqus/Explicit. Pierwszy program postuzyt do symulacji quasi-
-statycznych probleméw obliczeniowych, drugi do dynamicznych. Oba komercyjne pro-
gramy pozwalajg na uwzglednienie wszystkich omawianych zjawisk nieliniowych, ktére
wptywaja zaréwno jakosciowo, jak i ilosciowo na wyniki. Istnieje kilka podstawowych zré-
det nieliniowosci, miedzy innymi nieliniowo$¢ fizyczna, geometryczna czy wynikajgca ze
zmiennych w procesie warunkéw brzegowych. Tutaj skupiono sie na nieliniowosci fizycznej
w betonie. We wszystkich analizach numerycznych uwzgledniono ponadto nieliniowos$¢
geometryczng zwigzang z duzymi deformacjami. Wzieto réwniez pod uwage nieliniowos$¢
warunkow brzegowych zwigzang z oddziatywaniem kontaktowym. Ze wzgledu na rozwa-
zane tutaj kryteria zniszczenia materiatéw kruchych szczegétowo omoéwiono je w kolej-
nych rozdziatach.

W tym rozdziale wyprowadzono réwnanie rownowagi dla proceséw stacjonarnych i nie-
stacjonarnych oraz podstawowe réwnanie metody elementéw skonczonych w wersji
przemieszczeniowej (Rojek 2007) dla zagadnien quasi-statycznych (rozwigzywane w pro-
gramie Abaqus/Standard) oraz dla zagadniern dynamicznych (rozwigzywane w programie
Abaqus/Explicit).

Rozwaza sie ruch ciata statego B (Rymarz 1993), ktére podlega odksztatceniu od chwili
t = 0 do chwili t = T. Rozpatrywany ruch zachodzi w przestrzeni euklidesowej E™sd, kt6-
ra we wszystkich rozwazanych tutaj przypadkach ma wymiar dwa EZ lub trzy E3. W prze-
strzeni tej wprowadzono kartezjanski uktad wspétrzednych o wersorach e; dlai = 1..ng,.
Ciato B w chwili t € [0, T] zajmuje obszar (2° U I') ¢ E™se, gdzie I'* jest brzegiem ob-
szaru 0°. Na ciato B dziatajg sity objetoéciowe b i powierzchniowe p na czesci brzegu Fé.
Na innej czesci brzegu F,ﬁ przytozono kinematyczne warunki brzegowe. Zaktada sie row-
niez, ze oba obszary nie majg czesci wspdinej oraz ze w sumie stanowig caty brzeg /™
(oznaczenia z rys. 2.1).
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X1

Rys. 2.1. Deformacja ciata B w czasie

Wspotrzedne kartezjanskie punktéw materialnych w konfiguracji poczatkowej odpowiada-
jacej chwili t = 0 oznaczono jako X, zgodnie ze wzorem:

X =Xe,Xen’ 2.1
Wspodtrzedne punktéw materialnych w aktualnej konfiguracji oznaczono przez x:
x = xe,x € 2. 22

Kreski nad (2 oznaczajg sume £2i I”w okreslonej konfiguracji (poczatkowej z indeksem
gornym 0 oraz aktualnej z indeksem gérnym t).

Podstawowe pojecia i definicje w zakresie potrzebnym do wprowadzenia dyskretnych
rownan metody elementéw skonczonych znajdujg sie literaturze przedmiotu (Crisfield
1991, Zienkiewicz, Taylor 2000 oraz Belytschko, Liu, Moran 2000). W niniejszym rozdziale
wyprowadzono rownanie MES dla opisu materialnego z aktualng konfiguracjg odksztatco-
ng jako konfiguracjg odniesienia, zwang uaktualnionym opisem Lagrange’a. Ruch opisano
przez odwzorowanie x(X,t). W tej sytuacji pole przemieszczern zdefiniowano
w nastepujacy sposdb:

ulX,t) =x(X,t) — X. 2.3

Pola predkosci i przyspieszenia s3 odpowiednimi pochodnymi materialnymi. | tak, pred-
kos¢ to

x t)_au(X,t)_ . 54
vid B = a e '
a przyspieszenie to
Jdv(X,t)
a(X,t) 5t v
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Poszukiwane rozwigzanie powinno spetniaé uktad rownan rézniczkowych 2.6:

zasada zachowania masy:
p(X,t) - J(X, t) = po(X), gdzie X € it € [0,T],
rownanie ruchu (zasada d’Alemberta):
V-0+pb=pa,gdzieX € Qtit e€[0,T],

naprezeniowe warunki brzegowe:
2.6
n-o=t xel:t€e€[0,T],

przemieszczeniowe warunki brzegowe:
= t
u=1u, xel,,t€[0,T],
warunki poczatkowe:

—0
uU=1uy,v=v5,X€02,t=0.

W ukfadzie tym p jest gestoscia masy, /| wyznacznikiem tensora gradientu deformacji,
o tensorem Cauchy’ego, n wektorem jednostkowym normalnym do powierzchni 7. Roz-
wigzaniem ukfadu réwnari 2.6 jest pole przemieszczern u = u(X, t). Dodatkowym elemen-
tem, bez ktérego nie mozna rozwigzac tego uktadu, jest prawo konstytutywne, ktére po-
zwala wyznaczyé pole naprezen o(X,t). Szerzej réwnania konstytutywne wrazz po-
wierzchniami zniszczenia, ktére okreslaja zachowanie materiatu, sg przedstawione
w kolejnych rozdziatach. Stanowig one istotny element monografii.

W przytoczonych przyktadach obliczeniowych znalezienie analitycznego zamknietego roz-
wigzania uktadu réwnan 2.6 nie jest mozliwe. Dlatego rozwigzano je w sposéb przyblizony,
postugujac sie metoda elementéw skonczonych. Przyjeto tutaj tzw. sformutowanie stabe
metody elementéw skonczonych, gdyz warunki rownowagi sg spetnione w pewien usred-
niony sposob, nie w kazdym punkcie, lecz tylko w skoriczonej liczbie punktow, stanowia-
cych wezty elementéw skonczonych.

2.1.Sformutowanie stabe metody elementéw skoriczonych

Rownanie rownowagi dynamicznej i statycznej dla problemoéw nieliniowych wyprowadzo-
no, wychodzac od problemu liniowego. Sformutowanie stabe ma w tym przypadku postac:

J. a:6sd.0=f p(b—a)-6ud.Q+J. t-éu drl’ 2.7
ot ot rt

W réwnaniu tym u jest dowolnym kinematycznie dopuszczalnym polem przemieszczen,
ou jest jego wariacjg (pole wirtualnego przemieszczenia), a d¢ wariacja tensora odksztat-
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cen odpowiadajgcy du. Rownanie 2.7 stanowi warunek rownowagi dynamicznej prac wir-
tualnych sit wewnetrznych i zewnetrznych. Dodatkowo w réwnaniu 2.7 nalezy uwzglednic¢
warunki brzegowe (przemieszczeniowe) przez zatozenie kinematycznej dopuszczalnosci
pola wirtualnego przemieszczenia oraz warunki naprezeniowe przez dotgczenie cztonu
Zwigzanego z pracg wirtualng obcigzenia na brzegu.

Réwnanie prac wirtualnych moze by¢ punktem wyjécia do wyprowadzenia ogdlnego row-
nania metody elementdéw skonczonych w wersji przemieszczeniowej dla zagadnier dyna-
micznych, a nastepnie quasi-statycznych. W notacji macierzowej warunek réwnowagi prac
wirtualnych przedstawiono w nastepujacy sposdb:

SuTpiid +f SeTad.Q—f SuTpb dQ— | SuTt drr=0. 2.8
ot ot

reld rt

W réwnaniu tym ¢ i € s3 wektorami naprezen Cauchy’ego i matych odksztatcen lub inng
parg sprzezonych (adekwatnych energetycznie) miar naprezen i odksztatcen. Ich sktadowe
mozna zapisac nastepujgco:

o={011 0y 033 013 03 031},

2.9
e={&11 €2 €33 2&; 283 2&31}7.

Objetosé 2 podzielono na n,; niepokrywajacych sie elementdéw skorczonych, zgodnie ze

wzorem:
0= U Q, 2.10

oraz zatozono kinematycznie dopuszczalne pole przemieszczen w postaci:
u(x) = Nx) 1, x € Q,. 2.11

W réwnaniu 2.11 N(x) stanowi macierz funkcji interpolujacych (funkcji ksztattu) pole
przemieszczenn wewnatrz elementéw skoriczonych, a 7, jest wektorem uogdlnionych pa-
rametrow weztowych. W przytoczonych tutaj przyktadach obliczeniowych s3g to przemiesz-
czenia. Funkcje ksztattu zapewniajg kinematyczng dopuszczalnosc pola przemieszczen oraz
ciggtos¢ pola przemieszczen dla dowolnych wartosci parametréw weztowych. Wariacje
kinematycznie dopuszczalnego pola przemieszczen du(x) okreslono nastepujaca zalezno-
$cig:

du(x) = N(x) 8r,,x € ,. 2.12

Zwigzek pomiedzy odksztatceniami € a przemieszczeniami u w notacji macierzowej przed-
stawi¢ mozna w nastepujacy sposob:

e=1Lu, 2.13

gdzie L jest operatorem rézniczkowym w postaci:
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[0/0x 0 0
0 d/0x, 0

]

_ 0 0 d/0xs
L= |a/ax2 a/ox, O 2.14
9/0x; 0O 6/6le
0 0/0x; 0/0x;
Wariacja odksztatcenia §& w tym przypadku ma postac:
6e =L N ér, =B 6r,,x € . 2.15

Po podstawieniu zaleznosci 2.10 — 2.15 do réwnania 2.8, rdwnowage prac wirtualnych dla
uktadu dyskretnego mozna zapisaé nastepujgco:

e=Neg| e=Ng|

Z (61.)" (J- pNTN d.Qe>1"'e + Z )T (f BTo d_Qe> —
iy e e=1 e 2.16
e=MNg| e=ng| .
- Z 6r)" (j N pb d.Qe> - Z 6r)" (J NTt d]“e) —0.
e=1 e e=1 Tenly
Réwnanie 2.16 uproszczono do nastepujgcej postaci:
(6T)T(Mi: + Fwew _ erW) =0. 2.17

W réwnaniu 2.17 wprowadzono globalng macierz mas M, globalny wektor uogdlnionych
przemieszczerh weztdw elementéw skoriczonych 7, i uogdlnionych przyspieszen tych we-
ztéw 7. Poza tym przez FV*W i F**V oznaczono sity weztowe odpowiednio wewnetrzne
i zewnetrzne. Globalne macierze i wektory otrzymuje sie w wyniku agregacji odpowiednich
cztonéw pochodzacych od pojedynczych elementdéw skonczonych, zgodnie z zaleznoscig:

Nel Nel Nel Nel
r = /\re JFvew — /\fewew’erw — /\fezew M = /\me- 2.18
e=1 e=1 e=1 e=1

We wzorach 2.18 A oznacza operator agregacji globalnych wektoréw i macierzy. Nalezy
takze okresli¢ sposdb obliczania wektorow i macierzy dla konkretnych elementéw skon-
czonych. | tak, elementowy wektor sit wewnetrznych wywotanych naprezeniami wyrazono
nastepujacym wzorem:

fovew =j BTo d,, 2.19
0,

e

w ktorym wektor sit zewnetrznych dziatajgcych na element skorczony okreslono jako:

fezew:J NprdQe_}_j NTtd[‘e’ 2.20
0 I

e eNly
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a macierz mas elementu skonczonego to

m, =f pNTN dQ,. 2.21
e
Skalarne réwnanie 2.17 jest spetnione dla dowolnej wariacji przemieszczern weztowych,

dlatego drugi czton iloczynu réwny jest zeru, co zapisano w postaci nastepujgcego uktadu
rownan:

M7 + FWeW — F2W =, 2.22

Uktad réwnan 2.22 jest ogdlny i opisuje dynamiczne zachowanie dowolnego uktadu
oraz zawiera wszelkie mozliwe Zrddta nieliniowosci. Jesli sity zewnetrzne nie zmieniajg sie
w czasie lub zmieniaja sie tylko co do wartosci w sposéb monotoniczny oraz sity bezwtad-
nosci s3 mate, to w uktadzie rownan 2.22 mozna poming¢ wszelkie sity dynamiczne (bez-
wtadnosci i ttumienia). Wtedy przyjmuje on postac:

FWew — FzeW =, 2.23
Do uktadu réwnan 2.22 mozna wprowadzi¢ réwniez w sposéb jawny sity ttumienia:
M7# + C7 + FVeW — F*W = (, 2.24

gdzie C jest macierzg ttumienia. W przypadku zatozenia ttumienia Rayleigha przyjeto, ze
macierz C jest proporcjonalna do macierzy mas M i do macierzy sztywnosci K:

C = aK + M. 2.25

Gdy stosuje sie jawng metode catkowania réwnan ruchu, macierz K nie jest obliczana
wprost, jednak mozna uwzgledni¢ ttumienie Rayleigha za pomoca nastepujgcego przybli-
zenia macierzy sztywnosci K:

aFwew AFWeW
K= ~ . 2.26
or Ar

Wyzej podano sposdb dyskretyzacji réwnan ruchu w czasie oraz sposdb, za pomoca ktore-
go mozliwe jest przejscie od problemu dynamicznego do statycznego. Rozwigzaniem za-
gadnienia dynamiki opisanego réwnaniem 2.24, po uwzglednieniu odpowiednich warun-
kow poczatkowo-brzegowych, jest jego catkowanie wzgledem czasu, ktére odbywa sie
w sposéb przyrostowy. Aktualne konfiguracje sg wyznaczane w kolejnych chwilach
ti,to, oty th tuer, - T, gdzie ogdlnie t, = t,_4 + At, (At, jest dtugoscig n-tego kroku
catkowania).

2.2.Niejawna metoda catkowania réwnan ruchu

Przedstawienie teoretycznych podstaw catkowania réwnan ruchu rozpoczeto od niejawne;j
metody catkowania, ktéra po wprowadzeniu odpowiednich uproszczen prowadzi do roz-
wigzania rownan statyki.
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Wprowadzono zatem niejawny schemat catkowania réwnan ruchu, w ktorym zapisano
uktad réwnan 2.22 dla nieznanej konfiguracji aktualnej w chwili t,,,; = t, + At:

M‘;':n+1 + C";Tl+1 + ;{‘z_elvv - rfi‘llv =0. 2.27

Jednoczesnie zatozono, ze znane jest rozwigzanie w chwili poprzedniej t,. Trzeci czton
uktadu rownan 2.27 jest zalezny od poszukiwanego rozwigzania, wiec

wew __
i = Fi (s Ongn)- 2.28

Zastosowanie niejawnego schematu catkowania réwnan ruchu wymaga wykorzystania
odpowiedniej procedury iteracyjnej do rozwigzania uktadu rownan nieliniowych:
.(k+1) (k+1) (k+1) (k+1) _
M1 Tl+1 + (7, Tl+1 + T‘l/\‘ll'elvv Tl+1 ’ n+1 ﬁivlv =0. 2.29
W tym uktadzie réwnan indeksy gdrne przy wektorach uogdlnionych przemieszczen we-
ztowych oznaczajg kolejne iteracje. Aby rozwigzaé¢ uktad rownan 2.29 w programie
Abaqus/Standard, zastosowano procedure iteracyjno-przyrostowa, opartg na metodzie

Newtona-Raphsona. Stosujac te metode, zatozono, ze znane jest rozwigzanie dla poprzed-

niej konfiguracji, tzn. dla n+)1 Linearyzacja wektora sit wewnetrznych wokoét tego punktu

(rozwiniecie w szereg Taylora wraz z pominieciem wyrazéw wyzszego rzedu) prowadzi do
nastepujgcej zaleznosci:

Fwew (k) (k

Fwew (k+1) (k+1) Fwew (k) (k) Foed Th+1 On+1 Sr k) _
n+1 Ta+1 1 On+1 n+1 Th+1 On+1 (k) Tat1 = 2.30
n+1 ’

k) (k) (k) o (k)
Y‘l/\-,i-elw n+1' n+1)+Kn+1(S n+1'

gdzie K,(Hr)1 jest styczng macierzg sztywnosci. Po uwzglednieniu zaleznosci 2.30 w rdwnaniu

2.29 otrzymano

:(k+1) (k+1) (k) (k) k) ¢ (k) —
M, Tl+1 + (7, n+1 + T‘lA-II-elw n+1f n+1 + Kn+15 n+1 rfivlv = 0. 2.31

Po przeksztatceniach przyjmuje ono nastepujgcg postac:

(k+1) (k+1) k) o (k) _ (9] (k)
M, n+1 + (T, n+1 + Kn+1(S n+1 — 7%-?-‘/1\/ melw n+1' n+1 2.32
Iteracyjng poprawke o1 n+1 do znanego wektora przemieszczen weztowych 7, n+1 obliczono
zgodnie ze wzorem:

(k+1) (k) x)
Toy1 = Thyr T 0T, 2.33

Gdy cztony inercyjne i lepkosci mogg by¢ pominiete, a sity zewnetrzne majg charakter sta-
tyczny, uktad réwnan 2.32 przyjmuje postac:

k) o (k) (k) (k)
Kph6m = FRfy — B (41 0na 2.34
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Nalezy go rozwigzac ze wzgledu na 57;5?1. Uzyskane rozwigzanie zapewnia, ze rozwazane
ciato znajduje sie w stanie réwnowagi statycznej (w odrdznieniu od poprzedniego przy-
padku, gdy ciato znajdowato sie w stanie réwnowagi dynamicznej). W programie
Abaqus/Standard przyjeto dwa kryteria zbieznosci w odniesieniu do zagadnien quasi-
-statycznych: 1) sity resztkowe w stanie rdwnowagi s3 mniejsze niz 0,5% Sredniej sity
w ciele, 2) korekcja przemieszczen 67;5?1 jest mniejsza niz 1% sumy korekcji przemieszczen
w poprzednich iteracjach.

2.3.Jawna metoda catkowania rownan ruchu

Otrzymanie jawnego schematu catkowania réwnan ruchu wymaga zapisania réwnania
2.22 dla znanej konfiguracji w chwili t,,:

M#, +CF, = EZew — Fwew, 235

Zastosowanie jawnego schematu catkowania z masg skupiong w weztach (diagonalna ma-
cierz mas) pozwala na rozprzezenie réwnan ruchu i nie ma potrzeby odwracania macierzy.
Aby znalez¢ pola przemieszczen, predkosci i przyspieszenia w weztach elementéw skon-
czonych w kolejnej chwili t,,, = t, + At, ;1 w programie Abaqus/Explicit, zastosowano
schemat rdznic centralnych (rownania 2.36) ze zmiennym w czasie krokiem catkowania dla
zapewnienia zbieznosci metody:

Ther =Tn t+ fn+1/2Atn+1'
. . . . 1
Tn+1/2 = Tn-1/2 +n Atn+1/2' gdZIe Atn+1/2 = E(Atn + Atn+1)' 2.36
i, = Mpt(E?Y — FYeY — Cf, ), gdzie Myt = diag(M).
W przeciwienstwie do metody niejawnego catkowania réwnan ruchu, ktéra jest zawsze

stabilna (niezaleznie od wielkosci kroku czasowego), procedura jawnego catkowania réw-
nan ruchu jest jedynie warunkowo stabilna:

Atpyq < 2.37

max
Nieréwnosc¢ 2.37 stanowi warunek stabilnosci rozwigzania dla uktadu bez ttumienia. Zatem
do okreslenia maksymalnego mozliwego przyrostu czasu, ktory zapewnia stabilnos$¢ sche-
matu réznic centralnych, potrzebna jest wiedza o maksymalnej wartosci wtasnej rozwaza-
nego ukfadu wp,,x- Dla uktadu z ttumieniem materiatowym taki stabilny przyrost czasu

spetnia warunek:
2
(h+5—%, 2.38
(‘)max

gdzie £ jest czescig ttumienia krytycznego najwiekszej wartosci wtasnej. Wprowadzenie
ttumienia powoduje redukcje wartosci stabilnego przyrostu czasu.

Atpyr <
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Ze wzgledu na skomplikowane przyktady obliczeniowe, w ktérych uwzgledniono wiele zja-
wisk nieliniowych, réwniez do rozwigzywania probleméw quasi-statycznych wykorzystano
niekiedy jawng metode catkowania rownan ruchu, stosowang w programie Abaqus/Explicit.






3. Analiza mikromechaniczna

Mikrostruktura i jej wptyw na wybrane usrednione wtasciwosci mechaniczne betonu jest
podstawowym elementem analizy w tym rozdziale. Ze wzgledu na ztozong mikrostrukture
betonu przedstawiono sposéb obliczenia usrednionych wtasciwosci mechanicznych
na podstawie homogenizacji numerycznej. Struktura wewnetrzna betonu ma charakter
wielofazowy, tzn. wystepuje faza ciggta kompozytu betonowego, czyli zaprawa, oraz fazy
nieciagte, czyli kruszywo grube i drobne, interfejs (warstwa przejsSciowa miedzy kruszywem
i zaprawa) oraz pustki powietrzne. Po uwzglednieniu budowy i wtasciwosci mikrostruktury
uzyskano powierzchnie zniszczenia w ptaskim stanie naprezenia dojrzatego betonu (po
umownych 28 dniach od wytworzenia — Barsoum, Ganguly, Hug 2006 oraz Alzebdeh,
Ostoja-Starzewski 1996) oraz parametry sprezyste. Otrzymane w ten sposéb parametry
konstytutywne postuzg do obliczen konstrukcji lub jej elementdw, takich jak ptyta czy bel-
ka betonowa.

Do homogenizacji numerycznej niezbedna jest analiza wielkosci reprezentatywnej objeto-
Sci (Representative Volume Element RVE, Drugan Willis, 1996) oraz sposobu generowania
niejednorodnej struktury przez losowanie. Nizej przedstawiono dwa sposoby stochastycz-
nego losowania: jednorodny i zdeterminowany (Ostoja-Starzewski 1998).

3.1.Struktura betonu

Beton jest przyktadem materiatu kompozytowego (Klisinski, Mroz 1988) bez przejawoéw
periodycznosci (Kaminski 2000). Kruszywo petni w nim funkcje inkluzji zanurzonych
w stwardniatej zaprawie (zhydratyzowany cement), stanowigcej wypetnienie. Kruszywo to
niewielkie ziarna piasku o srednicy okoto 100 um i wieksze kamienie o $rednicy od 10 do
20 mm. Powierzchnia rozdziatu obu faz, czyli interfejs, otacza kruszywo zanurzone w za-
prawie. Typowa warstwa posrednia ma grubosé okoto 10 — 30 um (Neville 2000). Elemen-
tem zwiekszajacym niejednorodnosé betonu sg pustki powietrzne, ktére wystepuja w ilo-
$ci do 2% objetosci betonu. Sg one skutkiem niedostatecznego zageszczenia mieszanki
betonowej. Eksperymentalnie krzywa okreslajgcg potencjat betonu do przenoszenia obcig-
zen (tzw. krzywa Kupfera) wyznaczyli Kupfer, Hilsdo, Rusch (1969). Za pomocg homogeni-
zacji okresla sie zachowanie betonu w skali makro (sztywnos¢ i wytrzymatosé) na podsta-
wie kinematycznych zjawisk zachodzacych w strukturze betonu w skali mikro.
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Istnieje wiele definicji reprezentatywnej objetosci. Dwie z nich sg nastepujgce. Pierwsza
(Drugan, Willis 1996):

»The RVE is the smallest material volume element of the composite for which the usual
spatially constant ‘overall modulus’ macroscopic constitutive representation is
a sufficiently accurate model to represent a mean constitutive response”,

okresla reprezentatywng objetos¢ dla zakresu sprezystego. Druga (Ostoja-Starzewski
1998):

,The RVE is very clearly defined in two situations only: (i) unit cell in a periodic
microstructure, and (ii) volume containing a very large (mathematically infinite) set of
microscale elements (e.g. grains), possessing statistically homogeneous and ergodic
properties”

zawiera warunki, w ktérych mozliwe jest okreslenie RVE. Naturalnie, reprezentatywna dla
danego materiatu objetosc to jego statystyczna reprezentacja, uwzgledniajaca lokalng nie-
jednorodnos¢. W literaturze poswieconej mechanice materiatéw podaje sie, ze reprezen-
tatywna objetos¢ powinna by¢ od 10 do 100 razy wieksza niz wielkos$¢ inkluzji (Gambin
2006).

Witasciwosci dojrzatego betonu, a w szczegdlnosci wytrzymatos$¢ na Sciskanie (Neville
2000), sg pochodng gtéwnie wtasciwosci zaprawy i wspodtczynnika wodno-cementowego
(w/c), ktéry wyraza stosunek masowy lub objetosciowy wody zarobowej do cementu.
Istotny jest stopien zageszczenia mieszanki betonowej, wprost tgczony ze sposobem sto-
chastycznego losowania rozmieszczenia komponentéw mikrostruktury betonu. Zawartosc¢
i rozmieszczenie pustek powietrznych to istotne elementy struktury. To wiasnie w pust-
kach powietrznych (niedoskonatosciach ostabiajgcych beton) rozpoczyna sie proces nisz-
czenia (Klisinski, Mréz 1988). Réwniez kruszywo decyduje w duzym stopniu o wytrzymato-
Sci gotowej struktury betonowej. Szczegdlnie jego rozdrobnienie (krzywa przesiewu), tek-
stura powierzchni, ksztatt i wytrzymatosé wptywajg na wiasciwosci mechaniczne betonu
(Jamrozy 2003). W betonie zwyktym kruszywo jest najmocniejszg czescig kompozytu.
Aby okresli¢ ewolucje struktury betonu podczas dojrzewania, nalezy uwzgledni¢ zmiany
w czasie parametrow betonu, ktére odpowiadajg reakcjom chemicznym zachodzgcym
pomiedzy wodg i cementem.

W monografii skupiono sie na witasciwosciach betonu dojrzatego, nie uwzgledniono jego
ewolucji, tzn. zmian witasciwosci mechanicznych podczas dojrzewania (Romanowski 2005).
Cechy, ktére majg drugorzedne znaczenie, zostaty pominiete.

Podstawowgq tezg tego rozdziatu jest stwierdzenie, ze istnieje mozliwos¢ wyprowadzenia
za pomocg homogenizacji numerycznej wtasciwosci mechanicznych betonu w skali makro,
a w szczegolnosci ksztattu i wielkosci powierzchni zniszczenia, na podstawie jego mikro-
struktury. W rozwazaniach uwzgledniono tylko pola mechaniczne (przemieszczenia, od-
ksztatcenia i naprezenia), a inne procesy fizyczno-chemiczne (np. dojrzewanie) pominieto.
Powierzchnie zniszczenia i jej ewolucje w skali makro opisano nastepujgcym réwnaniem:

f(oij,t,€;) = 0. 3.1
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Z réwnania 3.1 wynika, ze krzywa zniszczenia f jest funkcja stanu naprezenia (elementéow
tensora naprgzenia), wieku betonu t i predkosci odksztatcenia &,;. W tym rozdziale pomi-
nieto wptyw predkosci odksztatcen na wytrzymatos¢ oraz, zgodnie z powyzszymi deklara-
cjami, pominieto réwniez wptyw dojrzewania betonu. Zatem réwnanie 3.1 uproszczono do
postaci:

f(aiy t)|t=28 ani = O 3:2

Koncepcja numerycznej homogenizacji betonu ze stochastycznie roztozonymi frakcjami
wymaga wprowadzenia objetosci, w ktorej beda usredniane lokalne pola naprezen i od-
ksztatcen. T3 objetoscig jest objetos¢ reprezentatywna (RVE) majgca postac¢ wystarczajgco
duzego kwadratu do analizy dwuwymiarowe;j.

3.2.Zasady losowania

Opracowano dwie metody losowania. Pierwsza z nich to metoda jednorodnego losowania
— MIJL. Zgodnie z nig okreslono liczbe i wielkos¢ elementédw skoriczonych niezbednych do
dyskretyzacji reprezentatywnej objetosci. Drugg metodg jest metoda zdeterminowanego
losowania — MZL. Wprowadzono jg dla okreslenia fizycznej wielkosci reprezentatywnej
objetosci, gdyz lepiej oddaje wewnetrzng budowe betonu i pozwala uwzgledniaé rzeczywi-
ste wymiary i rozktad kruszywa.
Stworzono program sktadajacy sie z pieciu podstawowych blokéw. Zadaniem pierwszego
bloku jest wczytywanie podstawowych danych, czyli liczby elementéw, liczby frakcji i liczby
frakcji losowanych w sposdb zdeterminowany. Pierwsza wartos¢ oznacza liczbe elemen-
téw skonczonych w reprezentatywnej objetosci, druga ogdlng liczbe frakcji kompozytu,
a trzecia liczbe frakcji losowanych w sposéb zdeterminowany jako kruszywo grube i drob-
ne. Zdeterminowane frakcje sg losowane dopdty, dopdki nie zostang im przypisane
wszystkie elementy.
W drugim bloku sg analizowane wprowadzane dane. Ograniczeniami programu s3a:

¢ maksymalna liczba wszystkich frakcji — pie¢ i minimalna liczba — dwa, np. kruszywo

grube, drobne, wypetnienie (zhydratyzowana zaprawa), interfejs i pustki powietrzne,
e ksztatt reprezentatywnej objetosci — kwadrat,
¢ liczba frakcji losowanych w sposdb zdeterminowany — maksymalnie dwie (kruszywo
grube i drobne).
Kolejnym etapem jest wczytywanie liczby elementéw odpowiadajgcych kolejnym frakcjom
(blok trzeci). Ich suma jest rowna ogdlnej liczbie elementéw w modelu. Zadaniem tego
bloku jest wybranie przypadku adekwatnego do wprowadzonych danych. Jesli np. ogdlna
liczba frakcji jest réwna pie¢, a liczba frakcji losowanych w sposéb zdeterminowany jest
rowna dwa, to oznacza to, ze dwie frakcje sg losowane w sposéb zdeterminowany, a trzy
w sposéb jednorodny. Dalej (blok czwarty) nastepuje obliczenie granic podziatu liczby lo-
sowej zmiennoprzecinkowej (0; 1) nan — 1 podprzedziatéw, proporcjonalnie do liczby
elementéw odpowiadajgcych okreslonym frakcjom. W ostatnim bloku programu (pigtym)
nastepuje proces stochastycznego losowania zgodnie z obiema metodami, tzn. MJL i MZL.
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Poczatkowo prowadzone jest losowanie w sposéb zdeterminowany (kruszywo), a nastep-
nie w sposdb jednorodny (wypetnienie i pustki powietrzne). Na zakonczenie program zapi-
suje wyniki losowania w pliku wejsciowym programu Abaqus.
Podstawowym problemem w wyznaczeniu zhomoge-
BC U1=0 U2=-0.0001m nizowanych wartosci parametrow kompozytu beto-
nowego z niejednorodng struktura wewnetrzng jest
okreslenie reprezentatywnej objetosci (RVE). Procedu-
ra znajdowania takiej objetosci jest dobrze znana dla
materiatu sprezystego (Gambin 2006). W odniesieniu
do betonu, ktéry jest niejednorodny (losowy uktad
frakcji) i wykazuje cechy nieliniowe, homogenizacja
musi sie odbywa¢ numerycznie. Istotne jest, ze para-
metry usrednionego zhomogenizowanego medium s3

BC U1=0 U2=0
pochodng rozmieszczenia i wtasciwosci mechanicznych
Rys. 3.1. Geometria i warunki  faz. Analizowano réine rozmieszczenia frakcji i ich
brzegowe wplyw na zhomogenizowane wtasciwosci betonu.

W czasie obliczen, ktérych celem jest uzyskanie po-
wierzchni zniszczenia betonu zblizonej do krzywej Kupfera, posrednio rozwazano jakosé
siatki MES (gestos¢ dyskretyzacji) i fizyczny rozmiar reprezentatywnej objetosci w poréw-
naniu z maksymalnymi wymiarami kruszywa.

Rys. 3.2. Jednorodne losowanie frakcji kompozytu

Na pierwszym etapie zbudowano geometryczne modele w ksztatcie kwadratu o boku
0,1 m (rys. 3.1), aby zweryfikowac jakos¢ siatki elementow skonczonych. Trzy przyktadowe
frakcje, ktére zawierat kazdy model, zostaty wylosowane w sposdb jednorodny (MJL). Mo-
dele zawierajg 400, 2500 lub 10 000 elementdéw skonczonych. Zbudowano pie¢ modeli dla
kazdej dyskretyzacji. Przyktadowe losowania jednorodne dla 400, 2500 i 10000 elementéw
przedstawiono na rys. 3.2. Modele zawierajg 50% frakcji nr 1 i po 25% frakcji nr 2 i 3. Frak-
cja pierwsza jest zaznaczona na wszystkich trzech przyktadowych ilustracjach kolorem nie-
bieskim, a frakcje druga i trzecia (réwnoliczne) kolorami odpowiednio zielonym i czerwo-
nym. Wszystkie obliczenia wykonywano dla tych samych parametrow konstytutywnych,
podanych w tab. 3.1. W modelach numerycznych zatozono ptaski stan naprezenia. Przyjeto
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materiat sprezysto-plastyczny dla wszystkich frakcji w modelu. Warunki brzegowe przed-
stawiono na rys. 3.1. Zablokowano przemieszczenia pionowe i poziome dolnych weztow
modelu oraz poziome weztdw gérnych. Model trdjfazowego kompozytu jest Sciskany
w kierunku pionowym o 0,0001 m (wymuszenie kinematyczne dla weztéw gornej krawe-
dzi). Aby okresli¢, w jaki sposéb losowanie wptywa na mechaniczne parametry zhomogeni-
zowanego materiatu, dla kazdego modelu wykonano pieé¢ losowan. To oznacza, ze obliczo-
no po pie¢ modeli (kazdy odpowiadat innemu losowaniu metoda jednorodna) z 400, 2500
i 10 000 elementami skoriczonymi. Na rysunku 3.3 poréwnano krzywe naprezenie — od-
ksztatcenie dla wszystkich modeli. Zaprezentowano wyniki tylko dla jednego modelu
z kazdej rozwazanej dyskretyzacji, wszystkie jednak zostaty uwzglednione w obliczeniach
statystycznych zhomogenizowanych wtasciwosci mechanicznych omawianych w dalszej
czesci pracy. Naprezenia odpowiadajgce odksztatceniom 0,001 dla trzech przyktadowych
modeli przedstawiono w tab. 3.2. Wartosci te odpowiadajg wartosciom maksymalnym na
rys. 3.3.

Tab. 3.1. Parametry konstytutywne frakcji

Frakcja Modut Younga Liczba Poissona Granica sprezystosci
1 30e9 0,2 20e6
2 50e9 0,2 40e6
3 100e9 0,2 60e6

Tab. 3.2. Wartosci poczgtkowej sztywnosci i naprezenia

Liczba elementow Modut Younga Naprezenia
400 52,935 GPa 24,902 MPa
2500 54,912 GPa 23,703 MPa
10000 54,575 GPa 23,620 MPa
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Rys. 3.3. Wykres naprezenie — odksztatcenie dla jednoosiowego $ciskania

39



Przy dyskretyzacji obszaru na 400 elementéw skoriczonych naprezenia osiggnety wartosé
24,902 MPa (rys. 3.3 i tab. 3.2). Przy dyskretyzacji na 2500 i 10 000 wartosci naprezen s3
bardzo podobne. Na rysunku 3.4 przedstawiono zmiane sztywnosci stycznej spowodowa-
ng pojawieniem sie trwatych odksztatcen plastycznych frakcji kompozytu we wszystkich
modelach tréjfazowych. Wartosci zhomogenizowanych modutéw Younga (sztywnosci
stycznej na rys. 3.4) réwniez sg zbiezne dla dyskretyzacji 2500 i 10 000. Rozktady odksztat-
cen plastycznych odpowiadajgcych maksymalnym wartosciom naprezen dla przyktado-
wych losowan przedstawiono na rys. 3.5.
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Rys. 3.4. Wykres zmiany modutu Younga w zaleznosci od odksztatcen

+1.3380-03 +7.110e-04
+0.000e +00 - +0.000e+00

+0.0008+00

Rys. 3.5. Rozktad odksztatcen plastycznych w tescie jednoosiowego $ciskania tréjfazowego
kompozytu
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Rys. 3.6. Btad wzgledny sztywnosci jako funkcja liczby elementéw

Kruszywo grube 10,92% 2 mm<srednica<10 mm
Kruszywo drobne  24,49% 1 mm<srednica<2 mm
Zaprawa 57,78%

Interfejs 4,77%

Pustki powietrzne  2,04%

Rys. 3.7. Wygenerowane modele numeryczne

Analiza dyskretyzacji jest niezbedna do okreslenia wymiaru elementu skonczonego wyko-

rzystywanego na kolejnych etapach. Opierajac sie na obliczeniach wszystkich stochastycz-
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nie wylosowanych modeli, poréwnano wyniki reprezentatywnych wartosci sztywnosci
i naprezen. Na rysunku 3.6 przedstawiono dyspersje (rozrzut) wartosci sztywnosci jako
funkcje liczby elementéw. Taka analiza powinna by¢ prowadzona, gdy kompozyt sktada sie
z frakcji wykazujacych silnie nieliniowe witasciwosci (np. materiat sprezysto-plastyczny ze
zniszczeniem). Istniejg kryteria energetyczne do liniowej homogenizacji, ktore pozwalaja
obliczy¢ moduty sztywnosci stycznej, i numeryczna homogenizacja nie jest potrzebna. Na
rysunku 3.6 pokazano, ze wystarczajgco duzg liczbg elementéow skoriczonych w reprezen-
tatywnej objetosci jest 10 000. W tym przypadku dyspersja (rozrzut wynikéw) wynosi 2%.
Dyspersje oblicza sie zgodnie ze wzorem:

DE = M. 100%.
EmaX

20
_ 15 4
=X
=
Q

10 +

5 T T T 1

0 0,0025 0,005 0,0075 0,01

pole probki [m?]
Rys. 3.8. Wptyw powierzchni prébki na dyspersje wytrzymatosci

Kolejnym elementem jest okreslenie rozmiaréw reprezentatywnej objetosci w stosunku
do wielkosci najwiekszego kruszywa. Zbudowano 15 numerycznych modeli, z kto-
rych kazdy zawierat 10 000 elementdéw skoriczonych. Wszystkie prébki maja, tak jak po-
przednio, kwadratowy ksztatt i wymiar boku odpowiednio 0,02 m, 0,05 m i 0,1 m. Wszyst-
kie modele s3 $ciskane i niezaleznie od dtugosci boku majg po 10 000 elementéw skonczo-
nych. Liczba ta zostata ustalona na podstawie wczes$niejszych rozwazan. We wszystkich
modelach zaprawa jest modelowana jako plastyczno-krucha, natomiast inne frakcje sg
sprezyste. Na rysunku 3.7 przedstawiono rozktady wszystkich pieciu frakcji dla pieciu réz-
nych losowan odpowiadajgcych trzem dtugosciom boku reprezentatywnej objetosci. Na
rysunku 3.8 pokazano dyspersje wytrzymatosci:

DW = fmax - fmin - 100%

max
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Rys. 3.9. Wptyw pola powierzchni prébki na srednig wytrzymatosc

jako funkcje pola powierzchni prébki. Dyspersja wytrzymatosci wynosi okoto 5% dla wy-
miaru prébki 0,1 m. Uwzgledniwszy wnioski dotyczgce liczby elementéw skornczonych
w reprezentatywnej objetosci, przyjeto, ze reprezentatywna objetos¢ dla kompozytu be-
tonowego o wymiarze najwiekszego kruszywa réwnym 10 mm to w dwuwymiarowym
przypadku kwadrat o boku 0,1 m podzielony na 10 000 elementéw skoAczonych. Srednia
wytrzymatoéé f kompozytu jest zalezna od wymiaréw prébki. Na rysunku 3.9 przedsta-
wiono wptyw objetosci reprezentatywnej na wytrzymatos¢ mechaniczng. Wytrzymatosé
probki o dtugosci boku 0,05 m jest zblizona do wytrzymatosci prébki o boku 0,1 m, jednak
rozrzut wynikow jest znacznie wiekszy (patrz rys. 3.8).

Na podstawie powyzszych analiz mozna zatozy¢, ze wymiary reprezentatywnej objetosci
powinny by¢ minimum pie¢ razy wieksze niz wymiary najwiekszego kruszywa. Przedsta-
wione symulacje komputerowe i dyspersja wynikow przedstawiona na rys. 3.6, 3.8 i 3.9
wskazujg, ze jesdli wymiary i dyskretyzacja reprezentatywnej objetosci beda optymalne, to
srednia wytrzymatos¢ bedzie zbiezna.

3.3. Powierzchnia zniszczenia i wnioski

Obliczenia numeryczne powierzchni zniszczenia wykonano w programie Abaqus. Proporcje
sktadnikéw i liczbe frakcji betonu okreslono na podstawie testéw laboratoryjnych prze-
prowadzonych w Instytucie Konstrukcji Budowlanych Politechniki Poznanskiej (Jasiczak,
Szymanski 2006). Model numeryczny zawiera 10 000 elementéw skonczonych ptaskiego
stanu naprezenia. Ostateczng dyskretyzacje przedstawiono na rys. 3.10. Poréwnania do-
konano dla dwdch sposobdw losowania: jednorodnego (piec frakcji losowane MIL) i zde-
terminowanego (dwie frakcje losowane MZL i trzy MIL).

Na rysunku 3.10d zaprezentowano pie¢ frakcji kompozytu: kruszywo, piasek, zaprawa,
interfejs ipustki powietrzne. Przedstawiono réwniez przetom typowego betonu (rys.
3.10a). Pierwszy rozktad frakcji (rys. 3.10b) odpowiada danym wejsciowym: liczba elemen-
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téw = 10 000, liczba frakcji = 5 i liczba frakcji losowanych w sposdb zdeterminowany = 0.
To oznacza, ze wszystkie frakcje zostaty wylosowane (rozmieszczone MJL). Drugi rozktad
(rys. 3.10c) odpowiada danym: liczba elementéw = 10 000, liczba frakcji = 5, liczba frakcji
losowanych w sposéb zdeterminowany = 2, dzieki czemu dwie frakcje (kruszywo i piasek)
zostaty rozmieszczone MZL, a pozostate MIL.

c)

Kruszywo 10,92% 3
Piasek 24,49% 2
Zaprawa 57,78% 1
Interface 4,77% 4
Pustki powietrzne 2,04 % 5

Rys. 3.10. Konfiguracja frakcji 1-5: a) przetom, b) losowanie jednorodne, c) losowanie
zdeterminowane, d) objetosciowy sktad betonu

Wiasciwosci mechaniczne przypisano wszystkim frakcjom dla stworzenia powierzchni
zniszczenia kompozytu betonowego. Zaprawe i interfejs modelowano jako materiat spre-
zysto-plastyczno-kruchy. Kruszywo modelowano jako materiat sprezysto-plastyczny,
a elementy wylosowane jako pustki powietrzne usunieto z siatki elementow skonczonych.
W tabeli 3.3 podano szczegdétowe informacje o parametrach konstytutywnych wszystkich
frakcji kompozytu (modut Younga E, liczbe Poissona v, granice sprezystosci w $ciskaniu
“el, odksztatcenia plastyczne przy zniszczeniu £, odciecie w rozcigganiu f¢).

W symulacjach komputerowych uwzgledniono rézne kombinacje obcigzen (odpowiadaja-
ce wymuszeniom kinematycznym na wszystkich czterech krawedziach modeli). Dla okre-
Slenia odpowiedniej liczby punktéw na powierzchniach zniszczenia zastosowano 15 réz-
nych schematéw obcigzenia. Punkty krytyczne wyznaczone na podstawie wszystkich sy-
mulacji numerycznych, odpowiadajace obu losowaniom z rys. 3.10, przedstawiono na rys.
3.11. Kryterium identyfikacji punktéw jest oparte na okresleniu maksymalnej wartosci
ekwiwalentnych naprezen dla obu metod losowania: zdeterminowanej (zielone punkty)
i jednorodnej (czerwone punkty). Na rysunku 3.11 oprécz punktéw wyznaczonych z obu
losowan zamieszczono krzywg zniszczenia Lublinera (patrz podrozdziat 4.3) w ptaskim sta-
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nie naprezenia (linia czarna). Punktami identyfikacji byty w tym przypadku: f, = 26,4 MPa
f: = 2,2 MPa oraz f,. = 31,6 MPa, co odpowiada a = 0,1413945, = 9,6548584 i y = 3,0.
Identyfikacje te omdwiono szczegdétowo w podrozdziale 4.3).

Tab. 3.3. Parametry konstytutywne frakcji

Frakcja E [Pa]
Kruszywo 3-10"
Drobne kruszywo 310"
Zaprawa 2:10"
Interfejs 8-10°

v

0.3
0.3
0.2
0.2

fcel [Pa] ef

30-10°
50-10°
47,3-10°  0,00018
40-10° 0,00012

ft[Pa]

2:10°

Rys. 3.12. Rozktad maksymalnych odksztatcen logarytmicznych przy rozcigganiu: a) przed
utratg nosnosci, b) w chwili osiggniecia maksymalnej nosnosci, c) po zniszczeniu
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PEEQ PEEQ PEEQ
(Ave. Crit.: 75%) (Ave. Crit.: 75%)
204

+1.815e-04 .937e- 37e-0
+1.512e-04 A 04 5 04
+1.210e-04 . 04 :: 04
+9.073e-05 969e-0: -969e-

+6.049e-05 +1.312e-04 S312e-

+3.020e-05 +6.5626-05 +6.5622-05
+0.000e+00 +0.000e+00 +0.000e+00

Rys. 3.13. Rozktad ekwiwalentnych odksztatcen plastycznych dla jednoosiowego Sciskania:
a) przed zniszczeniem, b) w chwili osiggniecia maksymalnej nosnosci, c) po zniszczeniu

Przedstawiona na rys. 3.11 krzywa Lublinera jest zblizona do wynikéw eksperymentalnych
badan betonu w ptaskim stanie naprezenia prezentowanych przez Kupfera, Hilsdo i Ruscha
(1969). Beton o strukturze jednorodnej DJ wykazuje w symulacjach wiekszg wytrzymatosé
przy dwuosiowym Sciskaniu niz beton o strukturze zdeterminowanej DZ. Na rysunkach
3.12 i 3.13 przedstawiono mapy gtéwnych naprezen rozciggajacych dla jednego z przypad-
koéw obcigzenia (jednoosiowego rozciggania) oraz mapy ekwiwalentnych odksztatcen pla-
stycznych dla jednoosiowego Sciskania. Zaprezentowano po trzy mapy: przed zniszcze-
niem, w czasie maksymalnego wytezenia i tuz po zniszczeniu. Podczas jednoosiowego roz-
ciggania pojawia sie jedna rysa, ktéra propaguje sie w stwardniatej zaprawie, patrz rys.
3.12. Jednoosiowe Sciskanie wybranej probki prowadzi do powstania strefy $cinania, jak
przedstawiono na rys. 3.13. Waznym efektem tej czesci rozprawy jest pokazanie, jak mi-
krostruktura wptywa na zachowanie betonu w skali makro.



4. Quasi-statyczne kryteria zniszczenia

Wytrzymatos¢ betonu w ztozonym stanie naprezenia zalezy od stopnia ztozonosci tego
stanu. Nie moze by¢ zatem okreslona tylko na podstawie prostych testow, jak rozcigganie,
Sciskanie czy Scinanie (Chen 1982 oraz Klisinski, Mréz 1988). Dla przyktadu, beton zwykty
o wytrzymatosci na sciskanie f, poddany dodatkowemu $cinaniu réwnemu 0,08f_ ulega
zniszczeniu pod wptywem sity Sciskajacej rownej 0,5f,. Zatem wytrzymatos¢ betonu moze
by¢ okreslona tylko z uwzglednieniem interakcji réznych sktadowych stanu naprezenia.

W rozdziale tym zamieszczono opis quasi-statycznych kryteridw zniszczenia betonu jako
funkcji niezmiennikéw stanu naprezenia. W przesztosci przedstawiono wiele kryteridw
zniszczenia (Bresler, Pister 1958; Klisinski, Mréz 1988; Chen 1982; Lubliner, Oliver, Oller,
Onate 1989 oraz Podgdrski 1984), ktére sg opisane nizej. Dodatkowym elementem jest
tzw. energetyczna interpretacja najczesciej uzywanych kryteriow. Modelujgc konstrukcje
betonowe w tréjosiowym stanie naprezenia, wykorzystuje sie wiele kryteriow, a mianowi-
cie kryterium ptyniecia, inicjacji zarysowania czy kryterium nosnosci. Dopiero na konco-
wym etapie w miare wzrostu deformacji dochodzi do zniszczenia.

Zasadniczo zniszczenie betonu moze by¢ podzielone na dwa typy. Pierwszy to zniszczenie
przy dominujgcym rozcigganiu (patrz podrozdziat 1.1), a drugi przy dominujgcym Sciskaniu
(patrz podrozdziat 1.1) (Chen, Chen 1975). Zniszczenie w wyniku rozciggania jest zwigzane
z pojawieniem sie dominujgcej rysy i ogdlnie spadkiem nosnosci w kierunku prostopadtym
do niej. W Sciskaniu dochodzi do rozwoju i ewolucji wielu matych rys i w rezultacie do
utraty wytrzymatosci betonu — do pokruszenia.

4.1.0gdlna postac kryterium

Kryteria zniszczenia sg funkcjg stanu naprezenia, a wtasciwie niezmiennikéw stanu napre-
zenia, niezaleznie od wyboru uktadu wspétrzednych, w ktérym je okreslono. Najogdlniej
kryterium zniszczenia w stanie quasi-statycznym mozna przedstawi¢ w postaci:

f(0'1.0'2;0'3) =0, 4.1

gdzie oy, 0, i 03 sg trzema gtéwnymi naprezeniami. Ze wzgledu na trudnosci w geome-
trycznej i fizycznej interpretacji kryteridw zniszczenia i mozliwosé ich wyrazenia przez I, J,
i J]3 rownanie 4.1 przedstawia sie w postaci:
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fU1,J2,]3) = 0. 4.2
W tym wzorze I; jest pierwszym niezmiennikiem tensora naprgzenia a;;, a J, i /3 s drugim
i trzecim niezmiennikiem dewiatora tensora naprezenia s;;.
Trzy niezmienniki tensora napregzenia o;; oblicza sig w nastgpujacy sposéb (Gawecki 1998):

I = oy,
I = 5112 - Eo-ijo-ij; 4.3
1 1 3
Iy = 501050k — 5 1040 + 2 15

W przypadku wyboru ukfadu wspétrzednych pokrywajgcego sie z gtdwnymi kierunkami
naprezenia (znikaja naprezenia styczne) trzy niezmienniki przyjmuja postac:
I, = o4+ 0, + 03,
I, = (0,0, + 0,05 + 0;50;), 4.4
I3 = 010,03.

Wartosci niezmiennikéw nie zalezg od wyboru uktadu wspoétrzednych, dlatego sg nazywa-
ne niezmiennikami tensora naprezenia g;;. Tensor naprgzenia moze by¢ wyrazony przez
sume dwach innych tensoréw. Jednym z nich niech bedzie hydrostatyczny (sferyczny) ten-
sor naprezen oy, a drugim — tensor okreélajacy odchylenie od stanu hydrostatycznego s;;,
zgodnie z nastepujaca reguta:

aij = Sij + Um(Sij, 4.5
gdzie
1
Om = 0j; = §]1 4.6

jest aksjatorem tensora naprezenia i reprezentuje Srednie naprezenie tensora hydrosta-
tycznego, a
Sij = O-L'j - 6m5ij 4.7

jest dewiatorem tensora naprezenia i reprezentuje czyste Scinanie. Niezmienniki dewiato-
ra tensora naprezenia zapisuje sie w postaci:

Ji=s:=0,

1
J2= Esijsij; 4.8

1
J3 = 3 SiSjkSki-

Réwniez w tym przypadku po wyborze uktadu wspotrzednych pokrywajgcego sie z gtow-
nymi kierunkami naprgzenia (kierunki gtéwne identyczne dla s;; i gy;) trzy niezmienniki
przyjmujg postac:

Ji= 85 +S,+s3=0,

1 1
I = 5(512 +s3+s3)= 3 [(01 — 02)* + (02—03)* + (03 — 07)?], 4.9
1
I3 = 5(513 + 523 + 533) = 515,53.

48



Za argumenty funkcji f() w réwnaniu 4.2 przyjeto pierwszy niezmiennik tensora napreze-
nia I; oraz drugi J, i trzeci J3 niezmiennik dewiatora tensora naprezenia.

Catkowita energia sprezysta przypadajgca na jednostkowg objetos¢ materiatu W (gestosc
energii) moze by¢ podzielona na dwie czesci (Gawecki 1998). Pierwsza z nich jest zwigzana
ze zmiang objetosci W, a druga ze zmiang ksztattu W,, zgodnie z zaleznosciag W = W, +
+W,, gdzie:

= 1? 4.10
W 16E r
+ v
W, = = 1, 4.11

przy czym E i v s3 modutem Younga oraz liczbg Poissona. Niezmienniki I;, J, sa bezpo-
Srednio zwigzane z energia odksztatcenia objetosciowego W, i z energig odksztatcenia po-
staciowego W,.

4.2.Kryteria zniszczenia

Kryteria zniszczenia to pewne ograniczenia zapisane jako funkcje naprezen lub odksztatcen
albo niezmiennikdw tensordw naprezenia czy odksztatcenia. Moga by¢ uzyte jako po-
wierzchnie potencjatu plastycznego lub powierzchnie obcigzenia w opisie niesprezystych
deformacji betonu. Istnieje mozliwos¢ przedstawienia kryterium wytezenia materiatu
w formie energetycznej (Burzynski 1928). Ogdlnie kryterium energetyczne nalezy rozumiec
jako hipoteze zmiennej kranncowej objetosciowo-postaciowej energii odksztatcenia. To
kryterium po zamianie gestosci energii na niezmienniki tensoréw naprezenia i dewiatora
naprezania w przekroju potudnikowym ma postaé krzywej stopnia drugiego, podobnie jak
kryterium Mroza (elipsa). Kryterium Burzynskiego dla pewnej kombinacji parametréw ma
postac elipsy, w innym przypadku paraboli lub hiperboli.

Kryterium Hubera-Misesa-Hencky’ego (HMH)

Trzech autoréw niezaleznie opublikowato omawiane kryterium: Huber (1904), Mises
(1913) i Hencky (1924). Kryterium jest stosowane jako kryterium wytezeniowe
dla materiatéw ciggliwych i stanowi punkt wyjscia do prezentacji kryteriow odnoszacych
sie stricte do betonu.
Zgodnie z kryterium HMH o wytezeniu materiatu decyduje tylko i wytacznie energia od-
ksztatcenia postaciowego (patrz rdwnanie 4.11). Kryterium zapisano w nastepujgcej for-
mie:

fU) =], —k*=0. 4.12

Gdy podstawimy do niego zaleznosc¢ 4.9b, otrzymamy:
1
g[(0'1 —0,)* + (0,—03)* + (03 — 01)*] — k* = 0. 4.13

W kryterium tym zatozono jeden parametr konstytutywny k, decydujacy o ksztatcie po-
wierzchni zniszczenia, istotnym elementem jest wiec identyfikacja tego parametru. Zatdz-
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my, ze wytrzymatosé materiatu na Sciskanie to f.. W swietle kryterium HMH jest oczywi-
ste, ze wytrzymato$¢ na rozcigganie jest identyczna: f; = —f,. Hipoteze wytezeniowq
okreslong réwnaniem 4.13 w przestrzeni gtdwnych naprezen mozna przedstawi¢ jako po-
wierzchnie walcowg o tworzacej rownolegtej do osi hydrostatycznej. Aby zidentyfikowad
statg materiatowa k, nalezy okresli¢ promien powierzchni walcowej. Zaktadamy, ze w ma-
teriale panuje jednokierunkowy stan naprezenia, co odpowiada wartosci tensora napreze-

nia:
g 0 0
0 0 0] 4.14
0 00
Niech g, = f,, wtedy réwnanie 4.13 przyjmuje postac:
1
Z [(f)? + (=f)?] = k* = 0. 4.15
Po przeksztatceniach otrzymujemy zaleznosc:
fe
k = —. 4.16
V3

Dla zilustrowania kryterium HMH na rys. 4.1 przedstawiono przekréj potudnikowy. Two-
rzgca powierzchni walcowej opisuje réwnanie:

r = fN6/3 ~ 24,5 MPa
w przestrzenir — & przy czym

r=\/ﬁ,§=%. 4.17

W kryterium HMH, gdy tylko jeden parametr decyduje o jego ksztatcie, identyfikacji doko-
nano na podstawie wytrzymatosci na Sciskanie f, = 30 MPa.

Istotne jest rowniez okreslenie ksztattu powierzchni zniszczenia w ptaskim stanie napreze-
nia (przekréj o; — g, dla a3 = 0). Aby tego dokona¢, nalezy zmienne g, g, réwnania 4.13
zamieni¢ na aog,, 0, przez podstawienie:

0, = a0o,. 4.18
Wtedy otrzymujemy:
2
Uzz(az—a+1)—%=0. 4.19
Po przeksztatceniach
0, = i#, 4.20
Vaz—a+1
a
o = iaL, 421
vaz—a+1

przy czym a zmienia sie w przedziale (0, o).
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Rozwigzaniem ukfadu réwnan 4.20 — 4.21 jest zbidr punktéw (oy, 0,). W przypadku kryte-
rium HMH otrzymujemy krzywa zapisang w postaci parametrycznej, gdzie parametrem
jest a. Krzywa tg jestelipsa (rys. 4.2). Stosowanie HMH do betonu jest ograniczone
(Suidan, Schnobrich 1973). Uwzgledniajgc réwnania 4.10 oraz 4.11, okreslono gestosc
energii odksztatcenia postaciowego decydujgcg o zniszczeniu materiatu:

1+

2
fe _ 3 4.22
8 5 = 0,012 Mj/m’.

A N\

) / 8
~ 20 A
-40 -20 20, 40
20 /
r T C T 1 \ /
/
-40 -20 0 20 40 40
3 o
Rys. 4.1. Przekréj potudnikowy Rys. 4.2. Ptaski stan naprezenia
(kryterium HMH) (kryterium HMH)
0,02 -
0,015
g
S~
S 0,01 -
= 0,005 A
0 T 1
0 0,0005 0,001
Wi [M]/m3]

Rys. 4.3. Kryterium HMH w ptaszczyznie W, — W;

W ptaszczyznie wyznaczonej przez gestosc¢ energii odksztatcenia postaciowego W, i ge-
stos¢ energii odksztatcenia objetosciowego W, kryterium zniszczenia dla okreslonej wcze-
$niej wytrzymatosci na sciskanie f, = 30 MPa, modutu Younga E = 30e3 MPa oraz liczby
Poissona v = 0,2 zaprezentowano na rys. 4.3.
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Kryterium Druckera-Pragera (DP)

W tym kryterium zniszczenia betonu uwzglednia sie dodatkowo wptyw pierwszego nie-
zmiennika stanu naprezenia i gestosci energii odksztatcenia objetosciowego (Drucker 1959
oraz Prager 1952). Kryterium zapisujemy w nastepujgcej formie:

fUy,Jy) =ml + /], —k =0. 4.23

W celu identyfikacji obu parametréw konstytutywnych, czyli m oraz k, nalezy uzyé dwéch
punktéw, czyli (f, 0) i (—f;, 0). Wymaga sie, aby powierzchnia okreslona réwnaniem 4.23
przechodzita przez oba punkty. Po rozpisaniu réwnania 4.23 za pomocg naprezen gtow-
nych otrzymamy:

1
m(o; + 0, +03) + JE[(OE —03)% + (0,—03)* + (03 —0y)?] =k = 0. 4.24

Po uwzglednieniu obu punktéw identyfikacyjnych, ostatecznie otrzymuje sie uktad row-
nan:

fem + \/%[(ft)z +(—f)*—-k=0

. 4.25
—ﬁm+jaeﬂy+uaﬂ—k=o
Rozwiazaniem uktadu réwnari 4.25 jest para liczb (m, k):
- «/gch_f})f)
{ 5 ]fc £ ©. 4.26

k= ——
VETTAS)

Zatozenie, ze f, = 30 MPa i f; = 3 MPa, prowadzi do okreslenia dwéch parametréw kon-
stytutywnych: m = 0,47 i k = 3,15. Na rysunku 4.4 w przestrzeni potudnikowe] przedsta-
wiono kryterium DP o réwnaniu:

r = kV2 —émé,

Przekrdj dewiatorowy jest okregiem. Istotne jest okreslenie ksztattu w przestrzeni o; — o,
(o3 = 0). Aby tego dokona¢, nalezy zmienne gy, 0, roéwnania 4.24 zamieni¢ na ao,, 0y,
analogicznie jak we wzorze 4.18. Wtedy otrzymujemy

a—a+1
o(a+ 1m+ |02|—\/§ —k=0. 427
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-40 -20 0 o
£ o,
Rys. 4.4. Przekréj potudnikowy Rys. 4.5. Ptaski stan naprezenia
(kryterium DP) (kryterium DP)

Po przeksztatceniach

V3k
0, = , 4.28
V3(@+1m+vVaZ—a+1
a
3k
o V3 4.29

=« ,
V3(@+1)m+VaZ—a+1

przy czym a zmienia sie w przedziale (—oo, ). Graficzng interpretacjg uktadu réwnan 4.28
— 4.29 jest zbidr punktéw (gy,0,). W przypadku kryterium DP otrzymujemy krzywa zapi-
sang w postaci parametrycznej, gdzie parametrem jest a. Przedstawiono jg na rys. 4.5.
Uwzgledniajgc rownania 4.10 oraz 4.11, okreslono gestos¢ energii odksztatcenia postacio-
wego, decydujgcg o zniszczeniu materiatu wedtug kryterium DP, jako funkcje gestosci
energii odksztatcenia objetosciowego:

1+v 1+v
k? + 2mk
W, = 4.30
1+v 5 1+v
L E kc —2mk

W ptaszczyznie wyznaczonej przez gesto$¢ energii odksztatcenia postaciowego W, i ge-
stos$¢ energii odksztatcenia objetosciowego W, kryterium zniszczenia DP dla okreslonej
wczesniej wytrzymatosci na Sciskanie f, = 30 MPa i rozcigganie f; = 3 MPa, modu-
tu Younga E = 30e3 MPa oraz liczby Poissona v = 0,2 zaprezentowano na rys. 4.6.
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0,025 -
o, = —40 MPa
0,02 1 ! >
g 0,015 - /
2 001 - o, = —30 MPa
=
0,005 - o, = —20 MPa
O T T T T T 1
0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006
w; [M]/m?]
b)
0,0004 -
0,0003 -
WE o, = 4 MPa
=~ i n
s 0,0002
§\1 0-1 = 3 MPa
0,0001 -
B | 0, =2MPa \
0 T T 1
0,00000 0,00004 0,00008 0,00012
w; [M]/m?]

Rys. 4.6. Kryterium DP w ptaszczyznie W, — W,

Inaczej niz w przypadku HMH, tutaj sg dwie krzywe ograniczajgce. Krzywa o réwnaniu
4.30a na rys. 4.6a dotyczy sytuacji, gdy I; < 0, a krzywa 4.30b na rys. 4.6b przypadku, gdy
I; > 0. Zaznaczono réwniez kilka charakterystycznych punktéw dla jednoosiowych napre-
zen Sciskajacych 20, 30, 40 MPa oraz jednoosiowych naprezen rozciggajacych 2, 3, 4 MPa.

Kryterium Breslera-Pistera (BP)

To kryterium zniszczenia (Bresler, Pister 1958) okresla wytrzymatos¢ betonu w ztozonym
stanie naprezenia. Uwzgledniono w nim zaréwno energie odksztatcenia postaciowego, jak
i energie odksztatcenia objetosciowego. Kryterium zapisujemy w nastepujgcej formie:

f(ll']Z) =A + Bll + C(Il)z - ]2 =0. 4.31
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W celu identyfikacji trzech parametréow konstytutywnych, czyli A, B i C, nalezy uzy¢ trzech
punktéw wyznaczonych w eksperymentach laboratoryjnych (patrz podrozdziat 1.1), czyli
(fe,0), (—f2, 0) oraz (—fpc, —fpc), gdzie fp. jest wytrzymatoscig betonu przy dwuosiowym
Sciskaniu. Wymaga sie, aby powierzchnia okreslona rownaniem 4.31 przechodzita przez
trzy punkty. Po rozpisaniu powyzszego wzoru za pomocg naprezen gtdwnych otrzymuje sie

A+B(O’1+O‘2+63)+C(O-1+62+03)2_

1 4.32
_\]g [(01 — 02)% + (0,—03)% + (03 — 01)?] = 0.

Po uwzglednieniu trzech identyfikacyjnych punktéw ostatecznie otrzymuje sie uktad réw-
nan zapisany w postaci macierzowe;j:

1 ~f. f2la fe/N3
1 fi  f? |B =|£f/V3 | 4.33
1 _Zfbc 4szc ¢ bc/\/g

Rozwigzaniem uktadu réwnan 4.33 sg trzy liczby (4, B, C) postaci:

( A= (f;‘ftfbc)(ft+3ﬁ: + 8fbc)
V3(fe + f) Cfpe = f)2fye + fo)
_ (fe = [ Focfe + focfe = fefe — 4fpe)
V3(fe + f)Cfpe = f)@fpe + fo)
o Gfocfi = fock = 2f)
V3(fe + f) 2foe = ) Cfpc + f2)
Zatozywszy, ze f. = 30 MPa, f, = 3 MPa, a f;,, = 33,6 MPa, obliczono trzy parametry

konstytutywne: A = 3,6832, B = — 0,6326 i C = — 0,0059. Na rysunku 4.7 w przestrzeni
potudnikowej przedstawiono kryterium o rownaniu:

4.34

r = AV2 — BV6&E+ C3V2 8.

Przekréj dewiatorowy jest okregiem. Istotne jest okreslenie ksztattu w przestrzeni a; — o,
(o3 = 0). Aby tego dokona¢, nalezy zmienne gy, 0, réwnania 4.32 zamieni¢ na ao,, 0y,
analogicznie jak we wzorze 4.18. Wtedy otrzymujemy:

CV3(a? + 2a + 1)o2 + BV3(a + 1)o, —Ja? —a + 1|a,| + AV3 = 0. 4.35

Jest to réwnanie kwadratowe ze wzgledu na ¢,. Po rozpisaniu wartosci bezwzglednej
otrzymujemy dwa réwnania:

C\/§(a2+2a+1)022+(B\/§(a+1)—\/a2—a+1)02+A\/§=0, 0, >0

. 436
C\/§(a2+2a+1)022+(B\/§(a+1)+\/a2—a+1)02+A\/§=O, g, <0
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Rys. 4.7. Przekréj potudnikowy Rys. 4.8. Ptaski stan naprezenia
(kryterium BP) (kryterium BP)

Rozwigzaniem, ktére spetnia pierwsze rdwnanie 4.36 wraz z ograniczeniem, jest wiekszy
z pierwiastkow, czyli

=—(B\/§(a+1)—\/a2—a+1)+\/z 437

O- )
2 20V3(a? + 2a + 1)
gdzie
2
a=(BV3(a+1) - VaZ—a+1) —4(CV3(a? + 2a + 1)0})AV3. 4.38

Druga wspotrzedna punktu lezgcego na powierzchni zniszczenia w ptaskim stanie napreze-
nia to

_—=(BV3l@a+1)—VaZ—a+1)+V4
B 2CV3(a? + 22+ 1) -

4.39

01

Rozwigzaniem, ktore spetnia drugie réwnanie 4.36 wraz z ograniczeniem, jest mniejszy
z pierwiastkow, czyli

=—(B\/§(a+1)+\/a2—a+1)+\/z 4.40

O-
2 20V3(a? + 2a + 1)
gdzie
2
A= (Bx/?(a +D+Jat—a+ 1) — 4(CV3(a? + 2a + 1)02)AV3. 4.41

Druga wspotrzedna punktéw lezgcych na powierzchni zniszczenia w ptaskim stanie napre-

Zenia to
-(BV3(a+1)+VaZ—a+1)+V4
= a
2CV3(a? +2a + 1)

gdzie a zmienia sie w przedziale (—oo, ). Graficzng reprezentacjg kryterium BP jest zbi6r
punktéw (ay, g,). W przypadku kryterium BP mamy do czynienia z krzywg zapisang w po-
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staci parametrycznej (4.37 — 4.39 i 4.40 — 4.42), przy czym parametrem jest a. Krzywa
przedstawiono na rys. 4.8.

a)

0,03 -
0,025 - 0, = 0, = —43,6 MPa .
T 0,02 -
§ 0,015 - 0, = 0, = —33,6 MPa
& 0,01
§ | |
0,005 4 0, = 6, = —23,6 MPa
0 T 1
0 0,01 0,02 0,03
W, [M]/m3]
b)
0,025 -
g, = —40 MPa
0,02 - ! "
E 0,015
=
= 0,01
=
0,005
0 .
0 0,002 0,004 0,006
w; [M]/m?]
c)
0,0006
10,0004
§ o; = 4 MPa
=
£.0,0002 n
S g, =2 MPa o, = 3 MPa
0 2,5E-05 5E-05 7,56-05  0,0001
W, [M]/m3]

Rys. 4.9. Kryterium BP w ptaszczyznie W, — W,
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Uwzgledniajgc rownania 4.10 i 4.11, okreSlono gestos$¢ energii odksztatcenia postaciowe-
go, decydujgca o zniszczeniu materiatu, jako funkcje gestosci energii odksztatcenia objeto-
Sciowego:
A% — 2AB./bW, — 2ACbW, +
a , 1, <0
+ 2BC/ (bW,)3 + B2bW, + C2(bW,)?

W, = , 4.43
? ( A% + 2AB. /bW, + 2ACBW, + ) =
+2BC/(bBW,)3 + B2bW, + C2(bW,)2)
gdzie
P A 4.44
E 1-2v

W ptaszczyznie wyznaczonej przez gestos¢ energii odksztatcenia postaciowego W, i ge-
sto$¢ energii odksztatcenia objetosciowego W; kryterium zniszczenia BP dla okreslonej
wczesniej wytrzymatosci na sSciskanie f, = 30 MPa, rozcigganie f; = 3 MPa i dwuosiowe
Sciskanie f,. = 33,6 MPa, modutu Younga E = 30e3 MPa oraz liczby Poissona v= 0,2
zaprezentowano na rys. 4.9. Przedstawiono na nim réwniez interpretacje energetyczna
kryterium BP. Krzywe rdznig sie tutaj nieco od krzywych DP. Zaznaczono réwniez kilka cha-
rakterystycznych punktéw dla dwuosiowego jednomiernego S$ciskania 23,6, 33,6, 43,6
MPa, jednoosiowego Sciskania 20, 30, 40 MPa oraz jednoosiowego rozciggania napreze-
niami 2, 3, 4 MPa. Punkty oznaczone na omawianym rysunku na czerwono wskazujg prze-
kroczenie nosnosci, zielone odpowiadajg wartosciom granicznym, a niebieskie reprezentu-
jg stany bezpieczne.

Kryterium Mroza (M)

Kryterium zniszczenia Mroza (Mrdéz 1972) okresla elipsoidalng powierzchnie w ztozonym
stanie naprezenia. Kryterium to jest rowniez stosowane do analizy numerycznej konstruk-
cji zelbetowych (Buyukozturk 1977). Uwzgledniono w nim zaréwno energie odksztatcenia
postaciowego, jak ienergie odksztatcenia objetosciowego. Kryterium Mroza zapisujemy
w nastepujgcej formie (Klisinski, Mrdz 1988):

fUy,J2) = U —A?*+BJ,—C=0. 4.45

W celu identyfikacji trzech parametrow konstytutywnych: A, B i C nalezy uzy¢ trzech
punktow (f;, 0), (—f;, 0) oraz (—fpe, —frc)- Nie jest to jedyny wariant, gdyz istnieje moz-
liwos¢ identyfikacji parametrow A, B i C za pomocg innych wielkosci, np. wytrzymatosci na
tréjosiowe Sciskanie czy rozcigganie. Wymaga sie, aby powierzchnia okreslona réwnaniem
4.45 przechodzita przez trzy identyfikacyjne punkty. Po rozpisaniu rownania 4.45 za pomo-
c3g naprezen gtdéwnych otrzymujemy:

B
(01 +0,+ 03— AP+ g[(% —0,)* + (0,—03)* + (03 — 01)*] = C = 0. 4.46

Po uwzglednieniu trzech identyfikacyjnych punktéw ostatecznie otrzymano uktad réwnan:
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(—fC—A)2+B%2—c=o

2
(ft—A)2+B%—C=O . 4.47
2
((—Zfbc—A)2+B%—C=0

Rozwigzaniem tego uktadu sa trzy liczby (4, B, C):

(,_ 30— ff
2 Q
3szc + 2
B=-3-22° , 4.48
Q
C = Q[4th — 12ftfb2c(fc B th) - 4~Oft2] + 9(fc _ft)sz‘tc
47
gdzie:
Q= (foc = [ e — f) — (e = f foe 4.49
— |
?\
40 A
-0 -40/-30 -20 -10 O \10
[ ol

N 0 - ) \ 20
\ 30

o \ ~——40

-70 -50 -30 -10 10 A

'3 0y
Rys. 4.10. Przekréj potudnikowy Rys. 4.11. Ptaski stan naprezenia
(kryterium M) (kryterium M)

Zatozywszy, ze f. =30 MPa, f; = 3 MPa, a f,. = 33,6 MPa, okreélono trzy parametry
konstytutywne: A = —58,96, B = 10,10 i C = 3863,82. W przestrzeni potudnikowej kry-
terium o réwnaniu

r= J[zc ~2(v3¢-4)°]/B

przedstawiono na rys. 4.10. Przekrdj dewiatorowy jest okregiem. Istotne jest okresSlenie
ksztattu w przestrzeni o; — g, (g3 = 0). Aby tego dokonaé¢, nalezy zmienne oy, g, réwna-
nia 4.46 zamieni¢ na (aa,, g,, 0), analogicznie jak we wzorze 4.18. Wtedy otrzymujemy
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B
[(a+1)2+§(a2—a+1) 02 —2A(a+ 1)o, + A2 —C = 0.

a)

0,03 -
0.025 0y =0, =—43,6 MPa |g
T 0,02 A
S~ = = —
= 0,015 - 01 = 0y 33,6 MPa
< 0,01 A
]
0,005 - o, = 0, = —23,6 MPa
O T T 1
0 0,01 0,02 0,03
Wi [M]/m?]
b)
0,025 -
g; = —40 MPa
0,02 - ! "
E 0,015 -
=
= 0,01 -
S o; = —30 MPa
0,005 -
o; = —20 MPa
0 T 1
0,000 0,002 0,004 0,006
Wi [MJ/m?]
c)
0,0015 -~
ME 0,001 -
=
Z
X' 0,0005 A o P
01 = a
. 0, = 3MPa .1
0-1 = a
0 I . T \ T 1
0 2,5E-05 5E-05 7,5E-05
Wi [MJ/m?]

Rys. 4.12. Kryterium M w ptaszczyznie W, — W,
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Pierwiastkami rownania 4.50 s3

24(a +1) +V4
0-2: ]
2[(a+1)2+§(a2—a+1)]

4.51

gdzie
B
A= 44%(a +1)% — 4 [(a F? 4@ —at 1)] (4% - C). 4.52

Drugie wspétrzedne punktéw lezgcych na powierzchni zniszczenia w ptaskim stanie napre-
zenia oblicza sie ze wzoru

24(a+1) +V4
= a,
2[(@+ 02+ 2@ —a+1)

o4 4.53

gdzie a zmienia sie w przedziale (—oo, ). Graficzng reprezentacjg kryterium BP jest zbidr
punktéw (a;,0,). W przypadku kryterium M otrzymujemy krzywa zapisang w postaci pa-
rametrycznej (4.51 — 4.53), przy czym parametrem jest a. Krzywa przedstawiono na rys.
4.11.

Uwzgledniajgc réwnania 4.10 oraz 4.11, okreslono gestos¢ energii odksztatcenia postacio-
wego, decydujgcg o zniszczeniu materiatu, jako funkcje gestosci energii odksztatcenia ob-
jetosciowego:

%[C—(\/b_Wl—A)z] I,>0

W, ={. , ) 4.54
sl (=W -4)| n<o
gdzie
_ 1+v 6F

= . 4.55
E b 1-2v

a

W ptaszczyznie wyznaczonej przez energie odksztatcenia postaciowego W, i energie od-
ksztatcenia objetosciowego W, kryterium zniszczenia M dla zatozonej wczesniej wytrzyma-
tosci na Sciskanie f, = 30 MPa, rozcigganie f; = 3 MPa i dwuosiowe $ciskanie f,. =
= 33,6 MPa, modutu Younga E = 30e3 MPa oraz liczby Poissona v = 0,2 zaprezentowa-
no na rys. 4.12. Przedstawiono na nim takze interpretacje energetyczng kryterium M.
Krzywe rdznig sie tutaj nieco od krzywych DP i BP. Zaznaczono réwniez kilka charaktery-
stycznych punktéw dla dwuosiowego sciskania 23,6, 33,6, 43,6 MPa, jednoosiowego $ci-
skania 20, 30, 40 MPa oraz jednoosiowego rozciggania 2, 3, 4 MPa.
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Kryterium Willama-Wernkego (WW)

Kryterium to (Willam, Warnke 1975) dla betonu w tréjosiowym stanie naprezenia przyj-
muje postac:

1L 2 1,
(I]p)3) =—=+ |=——-—-1, 4.56
IhJe)) =37+ [5v@ 7
gdzie
21,(r? —1r3) cos O + 1. (21, — rc)\/4(rc — 1) cos? 6 + 512 — 4r 1,
r(@) = : 4.57
4(r2 —12)cos? 0 + (1, — 21,)2
a
1 3vV3
6 =—cos~?! i J3 ,
3 2 2 ]3
2 4.58

201 — 0y, — 03
V2[(01 — 0,)2 + (0, — 03)% + (0, — 95)2]

Parametry 7;, 7; i Z wyznacza sie za pomocg trzech punktdéw identyfikacyjnych, tak jak we
wczesniejszych przypadkach. Wartosci niezmiennikéw I;, J, oraz 8 odpowiadajgce trzem
punktom identyfikacyjnym: (f;, 0,0), (—f., 0,0) oraz (—fyc, —fpe 0) przedstawiono w tab.
4.1.

cosf =

Tab. 4.1. Dane do identyfikacji

Punkt L I, 0 r(6)
_ fé 0
(01,02,03) = (f;,0,0) ft £} 0 Tt
(01,02,03) = (—f.,0,0) ~f fe 60° T,
1 Y2,Y3) — cr c ? c
2
(00030) = (~foofoe®)  ~2pe L% 00 rt

Po wprowadzeniu danych z tab. 4.1 do rownania 4.56 otrzymano uktad réwnan:

fi
1ft 21\/7
3ch 51 f;
 1-f 21 ?_1=0. 4.59
3z f. 57 fe
2
1 =2f¢ 21 % =0
3z f 5 f;
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Rozwigzaniem tego uktadu sg trzy liczby postaci:

f ]

< [ fbcft
3fbcft + fc(fbc

7 = fbcft
fe(foc— 0
80 -
' 40 A
~ |
r T IE —0 >_\
70 ' 10

-40 A

Rys. 4.13. Przekrdéj potudnikowy
(kryterium WW)

r(6)

Rys. 4.15. Przekroj dewiatorowy
(kryterium WW)

]. 4.60
_ft)
46
-30 - -30 -20 -10 ¢ 10
10
§ 20

O

=AY

(2]

Rys. 4.14. Ptaski stan naprezenia
(kryterium WW)

Zatozywszy, ze f. = 30 MPa, f, = 3 MPa, a f;. = 33,6 MPa, okredlono trzy parametry
konstytutywne: r; = 0,0524316, r, = 0,090479 i z = 0,1098039. W przestrzeni potudni-
kowej kryterium przedstawiono na rys. 4.13. Rdwnanie potudnika $ciskanego ma postac:

r= ‘/gfcrc - \/ETC/(:%Z) g,

a potudnika rozcigganego:
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r=V5fr, —\/1_51}/(32) £.

0,03 - 0, = 0, = —43,6 MPa
0,025 A
T 0,02 -
~
= 0,015 -
g 001 - o, = 0, = —33,6 MPa
0,005 A
0 0, = 0, = —23,6 MPa
0 0,01 0,02 0,03
w; [M]/m?]
b)
0,025 - 0, = —40 MPa
0,02 - "
£ 0,015
=
= 0,01
=
0,005
0 .
0,006
c)
0,0003 -
o; = 4 MPa
20,0002 - -
~
= o; = 3 MPa
A8'0,0001 -
] g1 = 2 MPa
0 T T 1
0 2,5E-05 5E-05 7,5E-05
w; [M]/m?]
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Przekrdj dewiatorowy przedstawiono na rys. 4.15. Istotne jest okresSlenie ksztattu w prze-
strzeni o; — 0, (03 = 0). W tym celu nalezy rozpisa¢ trzy niezmienniki (I;, J,, J3) w row-
naniu 4.56 za pomocg naprezen gtéwnych, uwzgledniajac réwniez rownania 4.57 — 4.58.
Nastepnie zmienne g,, 0, nalezy zamienié na ao,, g,. Wtedy otrzymujemy:

(@+1) 2 1

~~ 7 _ = 4.61
32F, o, + fcrw)(a a+ 1oy =1,

gdzie za r(0) przyjeto wyrazenie 4.57, w ktérym réwniez zamieniono zmienne gy, o, na
aa,, ay:

1 2a® —3a? —3a +2
6 = —~cos™! 5 . 4.62
3 2o —at1®
Rozwigzaniem rdwnania 4.61 sg nastepujace punkty:
1
(a +1) ’
4 ) 4.63
" arn L2
a+ 2
[ 32T fr(G) (a a+1)]

przy czym a zmienia sie w przedziale (—oo, 00). Réwniez w przypadku kryterium WW uktad
rownan 4.63 przedstawia krzywg zapisang w postaci parametrycznej. Krzywg pokazano na
rys. 4.14. Uwzgledniajgc réwnania 4.10 oraz 4.11, okreslono gestos¢ energii odksztatcenia
postaciowego, decydujacg o zniszczeniu materiatu, jako funkcje gestosci energii odksztat-
cenia objetosciowego:

(4 [ £2r2(9) — Sfcr (9),/bwl+ir2(9)], I, >0

18 z2

W, = 4.64
5 5 r2(6 5 r2(0 ’
gdzie
1+v 6F
= i b= i 4.65
a=—p- ib=7737

W ptaszczyznie wyznaczonej przez gestos$¢ energii odksztatcenia postaciowego W, i ge-
stos$¢ energii odksztatcenia objetosciowego W, kryterium zniszczenia WW dla okres$lonej
wczesniej wytrzymatosci na Sciskanie f, = 30 MPa, rozcigganie f; = 3 MPa i dwuosiowe
Sciskanie f,. = 33,6 MPa, modutu Younga E = 30e3 MPa oraz liczby Poissona v = 0,2
zaprezentowano na rys. 4.16. Pokazano na nim, jak interpretowaé energetycznie kryte-
rium WW, oraz naniesiono na wykresy charakterystyczne punkty odpowiadajgce: dwu-
osiowemu Sciskaniu 23,6, 33,6, 43,6 MPa, jednoosiowemu sciskaniu 20, 30, 40 MPa oraz
jednoosiowego rozcigganiu 2, 3, 4 MPa. Gdy przekrdj dewiatorowy jest krzywga ztozong
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z tukéw elipsy, istotne jest uwzglednienie w rownaniu 4.64 odpowiednich wartosci funkcji
r(0), jak w tab. 4.1. Zgodnie z tym réwnaniem r(6) zmienia sie w przedziale (r, ;).

Kryterium Podgdrskiego (P)
Istnieje wiele innych kryteriéw zniszczenia betonu, opisywanych wiekszg liczbg parame-

tréw. Nizej zaprezentowano jedno piecioparametrowe kryterium (Podgorski 1984 oraz
Podgérski, Jonak 2004).

(-30,0)

80 1

(-33.6,-33.6)

0y
Rys. 4.17. Przekrdj potudnikowy Rys. 4.18. Ptaski stan naprezenia
(kryterium P) (kryterium P)

1/P()

Rys. 4.19. Przekrdj dewiatorowy
(kryterium P)

Kryterium Podgédrskiego zniszczenia betonu w tréjosiowym stanie naprezenia przyjmuje
postac¢ (Podgdrski 1984):

1 2 2
fUs,)2]3) = §I1 — A+ BP()) §]2 + §C]2 =0, 4.66
gdzie
1
P(J) = cos (gcos‘1 D] — E), 4.67
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3v3 Js

= cos(30) = — Tz 4.68

2

Parametry A, B, C, D i E wyznacza sie za pomocg pieciu punktow identyfikacyjnych. Te

punkty to: (f, 0,0), (—/,0,0), (=fpe» =foer 00, (—feer = 1/2 foc, 0) i (fees fees fee)- Warto-

$ci niezmiennikéw odpowiadajace tym punktom przedstawiono w tab. 4.2.

Tab. 4.2. Dane do identyfikacji

Punkt L J2 ] P(J)
2 1
(01,02,03) = (f,0,0) fi % 1 cos (§ cos™lD — E)
2 1
(01,02,03) = (£, 0,0) =/fx é -1 cos (§ cos 1 —D — E)
szc 1
(01,02,03) = (= foer —fber 0) —2fpe 3 1 cos (§ cos™'D — E)
3 1 1
(01,02,03) = (—feer = 1/2 fo, 0) _Efcc 7 2.0 cos (§ cos™10 — E)
(01,02,03) = (feer fres fer) 3fte 0 - -

Uktad rownan, ktérego rozwigzanie prowadzi do identyfikacji pieciu parametréw, ma po-
staé:

! 1 V2 2
gft—A+Bcos<§cos‘1D—E) fi+= C%—O

1 1 V22
—§]‘C—A+Bcos(§cos'1—D—E> fit= C%:O

2 1 V2 2 f2 4.69
—gbe—A+Bcos<§cos 1D—E) fbc+3C?C:0

1 1 2 f2
—EfCC—A+Bcos<§cos 10—E)\/_fcc+ C%:O

fee—A=0

Powyzszy uktad rozwigzujemy iteracyjnie metodg Newtona. Zatozywszy, ze f. = 30 MPa,
f: =3 MPa, f,. = 33,6 MPa, f,. = 36 MPa, a f;; = 3 MPa, okreslono pie¢ parametrow
konstytutywnych: A = 3, B = 1,4276, C = 0,0112, D =1 i E = 0,03902. W przestrzeni
potudnikowej kryterium przedstawiono na rys. 4.17. Oba potudniki, kolejno Sciskany i roz-
ciggany, opisano réwnaniami:

r=V5f.r, —V151,/(32) &
oraz

r =V5fr, —V151,/(32) &
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0,03 7 0, = 0, = —43,6 MPa
0,025 - u

0,02 -
0,015 -
0,01 -
0,005 - oy =0, = —23,6 MPa

0 T T )

0 0,01 0,02 0,03
Wy [M]/m?]

0, = 0, = —33,6 MPa

W, [M]/m?]

b)

0,025 - 0, = —40 MPa

0,02

0,015

0,01

W, [M]/m?]

0,005

c)

0,0003
0,00025
0,0002
=0,00015
gw 0,0001
5E-05 + o, = 2 MPa

0 : : :
0,00E+00 2,50E-05 5,00E-05 7,50E-05

/m?]

Wy [M]/m?

Rys. 4.20. Kryterium P w ptaszczyznie W, — W;

Przekrdj dewiatorowy przedstawiono na rys. 4.19. Istotne jest okreslenie ksztattu w prze-
strzeni o; — g, (03 = 0). W tym celu nalezy rozpisac¢ trzy niezmienniki (I;, J,, J3) w réw-
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naniu 4.66 za pomocg naprezen gtéwnych, uwzgledniajgc réwniez réwnania 4.67 — 4.68.
Nastepnie zmienne g4, 0, nalezy zamienié na aog,, g,. Wtedy otrzymujemy:

2 1 BP())
—C(a?—a+ 1a? + §(a+1)+—\/2(a2—0{+1) 0,—A=0, 0,=>0

9
2 1 BP
§C(a2—a+1)022+[§(a+1)— U)w/Z(az—a+1]02 A=0, 02<0

gdzie za P(J) przyjeto wyrazenie 4.67, w ktérym zamieniono zmienne gy, 0, ha ag,, 05:

1 L (2a® —3a* —3a +2
6 = =cos™ 4.71
3 2VaZ—a + 13
Rozwigzaniem réwnania 4.70 s3 nastepujace punkty:
-{§a+n+§%ﬂJaﬁ—a+1ﬂim
0-2 = 2
2= C(oc2 —a+1)
4.72

[3( +1)+BPU),/2(oz2 a+1) ]+A2

2z C(az—a+1)

przy czym a zmienia sie w przedziale (—oo, ), a 4, i 4, majg postac:
1 BP
A1=[—(a+1)+ U)w/Z(az—a+1] +4A< C(a? —a+1)>
B
Ay = [ (a + 1)—£w/2(a2 —a+1) ] +4A(9C(0(2 —a+ 1)).

Graficzng reprezentacjg kryterium P jest zbiér punktow (o4, 0,), lezacych na krzywej zapi-
sanej w postaci parametrycznej (4.63), gdzie parametrem jest a. Krzywa przedstawiono na
rys. 4.18. Kryterium P ma cztery punkty identyfikacyjne. Wszystkie znajdujg sie w ptaskim
stanie naprezenia, dlatego krzywa na rys. 4.18 dobrze oddaje dane doswiadczalne (Kupfer,
Hilsdo, Rusch 1969). Uwzgledniajgc rownania 4.10 oraz 4.11, okreslono gestosé energii
odksztatcenia postaciowego, decydujaca o zniszczeniu materiatu, jako funkcje gestosci
energii odksztatcenia objetosciowego:

—BP()) a+\/_
W, = fc , 4.73
3 a
gdzie:
__E __6F 74
R VL '
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a Ama postac:

2 2 1
gaBZPZ(])—4<§Ca)<§ le—A> 1120

2 2 1 '
§¢7L132132(])—4(§Ca)<—§ le—A> L <0

A=

W ptaszczyznie wyznaczonej przez gestos¢ energii odksztatcenia postaciowego W, i ge-
sto$¢ energii odksztatcenia objetosciowego W, kryterium zniszczenia P dla okreslonej
wczesniej wytrzymatosci na Sciskanie f. = 30 MPa, rozcigganie f; = 3 MPa, dwuosiowe
réwnomierne Sciskanie f,. = 33,6 MPa, tréjosiowe rozcigganie f;; = 3 MPa i dwuosiowe
Sciskanie f.. = 36 MPa oraz modutu Younga E = 30e3 MPaii liczby Poissona v= 0,2 za-
prezentowano na rys. 4.20. Pokazano na nim, jak interpretowac energetycznie kryterium
P, oraz naniesiono na wykresy charakterystyczne punkty odpowiadajgce: dwuosiowemu
Sciskaniu 23,6, 33,6, 43,6 MPa, jednoosiowemu $ciskaniu 20, 30, 40 MPa oraz jednoosio-
wemu rozcigganiu 2, 3, 4 MPa. Gdy przekréj dewiatorowy jest krzywg, istotne jest
uwzglednienie w réwnaniu 4.73 odpowiednich wartosci funkcji P(J), zgodnie z tab. 4.2.

Kryterium energetyczne Burzynskiego (B)

Oprécz wyzej omowionych kryteriow, w ktérych zaproponowano interpretacje energe-
tyczng, tutaj zaprezentowano koncepcje Burzynskiego. W hipotezie zmiennej gestosci
energii odksztatcenia objetosciowo-postaciowego zatozono, ze o zniszczeniu decyduje ge-
stosc energii odksztatcenia postaciowego powiekszona o pewng czes¢ gestosci energii od-
ksztatcenia objetosciowego (Burzynski 1928). Matematyczng formg tak postawione] hipo-
tezy jest réwnanie:

¢, + 19, =K, 4.76
gdzie
4 1+ v]
=W, = 2
4 B 4.77
— — 2
¢, =W = Tll

sg odpowiednio energig odksztatcenia postaciowego i objetosciowego, a 77 oznacza pewna
dopasowujgcay funkcje aksjatora stanu naprezenia w postaci zaproponowanej przez Bu-
rzynskiego:

= n(W,) = +6— +5— + 0
A T A 4.78
=2
gdyz
_h 4.79
p=g .

Zatem rownanie 4.76 po uwzglednieniu zaleznosci 4.78 przyjmuje postac:
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W,+| w+

)

6E
=M

W, =K.

Znak ,+” wystepuje w powyzszym réwnaniu dla I; = 0, a ,=” dla I; < 0. Trzy parametry:
w, § i K identyfikujemy za pomocg testow laboratoryjnych, podobnie jak w przypadku
kryteriow BP, M i WW. Ostatecznie kryterium Burzyriskiego moze by¢ okreslone réwna-

niem:

4.81

Parametry w, § i K wyznacza sie za pomocg trzech punktéw identyfikacyjnych. Te punkty
to: (f+,0,0), (=1, 0,0) i (—fper —fpe, 0). W tabeli 4.3 znajduja sie wszystkie dane potrzeb-
ne do skonstruowania uktadu réwnan, ktérego rozwigzaniem sg trzy parametry po-
wierzchni zniszczenia.

a)

W, [MJ/m?]

b)

W, [M]/m?]

0,03 7 0, = 0, = —43.6MPa
0,025 + o, = —40MPa "
0,02 - -
0,015 - 0, = 0, = —33.6MPa
0,01 A 01 = —30MPa
| |
0,005 —Hf . 0-1 = 02 = —236MPa
O T T T T T 1
0 0005 001 0015 002 0025 0,03
w; [M]/m?]
0,0015 -
0,001 -
0,0005
0, =3MPa g% = 4MPa
o, = 2MPa ! -
0 T T 1
0,00E+00 2,50E-05 5,00E-05 7,50E-05
W, [M]/m?]

Rys. 4.21 Kryterium B w ptaszczyznie W, — W,
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Tab. 4.3. Dane do identyfikacji

Punkt I I wy w,

fé 1-2v 1+vf?
01,0,,03) = (f:,0,0 JE 2 Jt
(01,02,03) = (f1,0,0) ft 3 oE ft 73

12 1-2v 14+ vf?
04,05,03) = (—f.,0,0 - < 2 ©
(01,07,03) = (—£.,0,0) fe 3 oE fe 73

2 1-2v 14+ vf?
(04,0305) = (~foor—foer0)  —2foc 1 afp, Ve

Uktad rownan, ktory nalezy rozwigzac, przedstawia sie nastepujgco:

1+vf3?
& _g—
E 3 v

1+vf? 1
£ k-
E 3 v 6E
1+ vfE 1-2v 1
efe ool P s (2 g

Rozwigzaniem tego uktadu réwnan sg trzy liczby:

gdzie

_1 a(_szc = 2ftfoc + fefe + 2fcfve)
3b(—4f5. + 2fcfoc = 2fcfoc + fif)
afpe(fe = fo)
b(=4fp + 2fcfoc = 2fefoc + fife)
— afcftszc
_4fb2c + chfbc - thfbc + ftfc

1+v _1—2v

=" 6E

16 =-—

)

4.82

4.83

4.84

Zatozywszy, ze f. = 30 MPa, f; = 3 MPai f,,. = 33,6 MPa, okreslono trzy parametry kon-
stytutywne: w = 1,1878, § = 140,069, K = 0,001556. Energetyczne kryterium Burzyn-
skiego (Burzynski 1928 oraz Pecherski 2008) jest zdefiniowane w formie odpowiadajacej
prezentowanym wczesniej interpretacjom energetycznym kryteriow HMH, DP, BP, M, WW
i P. Tak jak w poprzednich przypadkach istnieje zatem mozliwos¢ pokazania zmiennej ge-

stosci energii odksztatcenia objetosciowo-postaciowego w przestrzeni W, —

Wi (patrz rys.

4.21). Istotne jest to, ze po przyjeciu pewnych uproszczen kryterium B ulega redukcji do
innych kryteridow. Kryterium B w przestrzeni r — £ przedstawiono na rys. 4.22 dla zero-
wych parametrow w lub & lub obu. Wyzerowanie K prowadzi do kryteridow zniszczenia
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materiatdw bez kohezji. Dla zidentyfikowanych wczesniej parametrow w = 1,1878,
6 = 140,069, K = 0,001556 przekrdéj potudnikowy jest elipsg o réwnaniu:

2
r:\/a(K—3bw§2—\/§b6§). 4.85
~. . 40 -
~
~
~
e
.- Sy
N - ‘™ 20 A
/, ‘\
7/ .
e i N
! T N
' (o
-70 -50 -30 -10 10
4
— — - Burzytiski == w=0 —-= §=0 =--+- §=0iw=0

Rys. 4.22. Kryterium B w ptaszczyznier — &

40 -

D

-70 -50 -30 -10 10

¢

Burzynski ® Mréz

Rys. 4.23. Poréwnanie kryteriow B i M w ptaszczyznier — &

Gdy w = 0, w przekroju potudnikowym wystepuje parabola kwadratowa. Gdy § = 0,
w przekroju potudnikowym wystepuje elipsa, tak samo jak w kryterium B, tyle ze o Srodku
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w poczatku uktadu wspétrzednych. Gdy zaréwno w = 0, jak i § = 0, kryterium Burzynskie-
go sprowadza sie do kryterium HMH. Doktadnie wszystkie mozliwe przypadki s3 omdwio-
ne w oryginalnej pracy doktorskiej Burzynskiego, a takze w literaturze wspotczesnej
(Pecherski 2008). Ze wzgledu na juz wczesniej okreslony ksztatt elipsy kryterium
B (Burzynski 1928) ciekawe jest poréwnanie B z kryterium M (Mrdz 1972) (rys. 4.23). Kry-
teria te pokrywaja sie dla identycznych punktéw identyfikacyjnych.

4.3. Opis matematyczny betonu plastycznego ze zniszczeniem

Prawidtowy opis zniszczenia betonu jest podstawowym zagadnieniem, w szczegdlnosci
gdy rozwaza sie prace betonu w konstrukcji poddanej zaawansowanym deformacjom. Na
skutek rozwoju mikrorys istniejgcych w betonie dochodzi do ostabienia materiatu. To zja-
wisko na gruncie mechaniki osrodkéw ciggtych definiuje sie jako uszkodzenie. W opisie
matematycznym macierz sztywnosci stycznej przestaje by¢ dodatnio okreslona. Uszkodze-
nie pojawia sie np. w wyniku rozciggania betonu, gdy na skutek rozwoju uszkodzenia ma-
cierz sztywnosci stycznej jest ujemnie okreslona, co prowadzi do lokalizacji odksztatcen.

Z matematycznego punktu widzenia dochodzi do zmiany typu czgstkowych réwnan réz-
niczkowych (z eliptycznego na hiperboliczny) opisujacych proces, co prowadzi do tego, ze
problem jest zle postawiony. W konsekwencji otrzymane rozwigzanie w sposéb patolo-
giczny zalezy od gestosci zastosowanej dyskretyzacji (Pietruszczak, Mréz 1981). Aby temu
zapobiec, stosuje sie rézne metody regularyzacji: na poziomie sformutowania matema-
tycznego albo na poziomie sformutowania numerycznego. Do pierwszej grupy metod re-
gularyzacji nalezg modele lepko-plastyczne (strain rate-dependent), w ktorych stan napre-
zenia zalezy rowniez od predkosci deformacji (Perzyna 1966; todygowski 1996 oraz Wang,
Sluys, de Borst 1997). Modele te s3 stosowane gtéwnie w dynamice. Ich uzycie
do regularyzacji zjawisk quasi-statycznych jest ograniczone (Hibbitt, Karlsson, Sorensen,
2005). Do grupy tej nalezg rowniez modele Cosseratéw i mikropolarne, stosowane do opi-
su gruntéw i osrodkéw sypkich (Tejchman 1997; Tejchman, Gudehus 2001). Do modelo-
wania zniszczenia w betonie uzywa sie réwniez modeli nielokalnych (Pijaudier-Cabot, Ba-
Zant, Tabbara 1988 oraz Bobinski, Tejchman, 2006) oraz tzw. modeli wyzszego rzedu, czyli
gradientowych (Geers, de Borst, Brekelmans, Peerlings 1998; Pamin 1994 oraz 2004). Nie-
lokalne modele wprowadzajg funkcje usredniajacg (np. funkcje Gaussa), ktéra pozwala
przeliczy¢ lokalne zmienne na nielokalne, zgodnie z okreslonymi wagami. Istnieje mozli-
wos¢ regularyzacji na poziomie sformutowania numerycznego przez wprowadzenie w spo-
séb jawny szerokosci strefy lokalizacji deformacji plastycznych do elementu skoriczonego
(Pietruszczak, Mrdéz 1981). Dodatkowo stosuje sie automatyczne zageszczanie siatki ele-
mentéw skonczonych (remeshing), na podstawie lokalnych btedéw spowodowanych du-
zymi gradientami zmiennych wewnetrznych. W celu regularyzacji problemu wprowadza
sie takze nieciggto$¢ pola przemieszczen wewnatrz elementu skoriczonego (Melenk,
Babuska 1996 oraz Belytschko, Black 1999). Wszystkie wymienione metody regularyzacji
wprowadzaja do modelu materiatu pewng wewnetrzng charakterystyczng skale dtugosci,
ktora stanowi informacje o szerokosci strefy lokalizacji odksztatcen. Dalej w tym podroz-
dziale zaprezentowano model betonu plastycznego ze zniszczeniem (Lubliner, Oliver,
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Oller, Oriate 1989 oraz Hilleborg, Modeer, Petersson 1976) oparty na mechanice pekania.
Do opisu zniszczenia w modelu tym wykorzystano miare skalarng. Przedstawiono réwniez
sposob identyfikacji niezbednych parametréw konstytutywnych oraz kilka zagadnien po-
czatkowo-brzegowych (patrz. podrozdziaty: 4.4, 4.5 4.6).

Model betonu plastycznego ze zniszczeniem

Numeryczna analiza problemu poczatkowo-brzegowego z lokalizacjg zniszczenia wymaga
kompleksowego, konstytutywnego modelowania materiatu. W modelu tym skalarny pa-
rametr zniszczenia jest uzywany do modelowania zniszczenia betonu oddzielnie podczas
Sciskania i rozciggania. Skalarnego opisu zniszczenia materiatu (Kachanow 1958) poczat-
kowo uzywano do opisu zjawiska pefzania. Podstawowym zagadnieniem w analizie nume-
rycznej konstrukcji betonowych jest prawidtowe okreslenie mechanizmu zniszczenia kon-
strukcji i jej nosnosci. Aby tego dokonaé, nalezy zidentyfikowaé parametry konstytutywne
modelu na podstawie eksperymentéw laboratoryjnych.

Réwnanie konstytutywne materiatu ze skalarnym parametrem zniszczenia przedstawia sie
nastepujgco (Kachanow 1958 oraz Lubliner, Oliver, Oller, Ofiate 1989):

o=(1-d)D§":(e—eP') =D (e — &), 4.86

gdzie o jest tensorem naprezen Cauchy’ego, d skalarnym parametrem zniszczenia (degra-
dacji sztywnosci), € tensorem odksztatcen, Dgl poczatkowym tensorem sprezystej sztyw-
nosci konstytutywnej, D€ = (1 — d)D§' zdegradowanym tensorem sprezystej sztywnosci
konstytutywnej. Niezbedne jest okredlenie efektywnego tensora naprezenia na podstawie
réownania 4.86:

G =Dg" (e — M), 4.87

gdzie P! jest tensorem odksztatcen plastycznych, oraz ewolucje parametru zniszczenia d:
d=d(7,2"). 4.88

Zmienna d jest funkcjg naprezen efektywnych o oraz ekwiwalentnych odksztatcen pla-

stycznych z”'. W modelu betonu plastycznego ze zniszczeniem materiat jest poczatkowo
izotropowy, ale podczas procesu na skutek rozwoju uszkodzenia dochodzi do anizotropii.
Przy zaawansowanych deformacjach narastajg dwa parametry zniszczenia d. w wyniku
Sciskania i d; w wyniku rozciagania.

Ostatecznie, tensor naprezen Cauchy'ego o jest proporcjonalny do tensora naprezen efek-
tywnych @, a wspétczynnikiem proporcjonalnosci jest (1 — d), zgodnie z reguta:

o=(1-d)s. 4.89

Zniszczenie materiatu przy Sciskaniu i rozcigganiu jest wyrazone niezaleznie przez dwie
. —pl . —pl .. - . . - . . .
zmienne 85}3 i eg , ktore opisujg ekwiwalentne odksztatcenia przy sciskaniu i rozcigganiu.

Ewolucja tych zmiennych jest okreslona nastepujgco:
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1
[ ] P —h _‘p‘) £l 4.90

Zarysowanie (w wyniku rozciggania) oraz zgniecenie (w wyniku sciskania) betonu sg wyra-
zone przez wzrost zmiennej wzmocnienia (ostabienia). Zmienne Egl i Egl pozwalajg kontro-
lowac¢ ewolucje powierzchni obcigzenia F oraz degradacje sztywnosci materiatu.

Powierzchnia obcigzenia, jako funkcja naprezen i efektywnych odksztatcen plastycznych,
wyznacza stan uszkodzenia. Stan naprezen i odksztatcen w nielepkim modelu betonu pla-

stycznego ze zniszczeniem musi spetniaé¢ warunek:
—pl
F(o,2) <o0. 4.91

Plastyczne ptyniecie jest okreslone funkcjg potencjatu plastycznego G(o) i niestowarzy-
szonym prawem ptyniecia w postaci:

G 4.92
do

Model materiatu plastycznego ze zniszczeniem jest jedng z wielu mozliwosci modelowania
betonu. Istotne jest wyznaczenie prawidtowych parametréw konstytutywnych, co pozwoli
na prawidtowe (jakosciowe i iloSciowe) poréwnanie wynikdw numerycznych z ekspery-
mentalnymi.

Powierzchnia obcigzenia

Powierzchnia obcigzenia (Lubliner, Oliver, Oller, Ofiate 1989) uzywana w modelu betonu
plastycznego ze zniszczeniem ma postac:

F(U) - [\/I + all + ﬁ (O-max) Y (_Umax)] - fc 4.93

Parametry modelu: a, f i y decyduja o ksztatcie powierzchni obcigzenia w przestrzeni g.
Postac¢ funkcji obcigzenia zapewnia wygodna identyfikacje tych parametréw. W przypadku
dwuosiowego $ciskania, ktéremu odpowiadajg naprezenia gtowne (—fy,c, — fre 0), znikaja
z réwnania 4.93 cztony z B iy, gdyz zardwno (Gpmax), jak i (—0pnax) S3 réwne zeru, ponie-
waz g = 0 dla nastepujacej definicji nawiasu Macauleya: (*) = 1/2 (|*| +%). W tym
przypadku pierwszy niezmiennik stanu naprezenia I; = —2f}., a drugi niezmiennik dewia-
tora stanu naprezenia J, = f2./3. Wtedy réwnanie 4.93 przyjmuje postac:

3fb2c 2 _
?_ afbc - fc'

a po przeksztatceniach otrzymujemy zaleznos$é:

_ (fbc/fc) -1

B Z(fbc/fc) -1 494
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Z zaleznosci tej mozna wyznaczy¢ parametr a, na ktéry ma wptyw stosunek wytrzymatosci
przy dwuosiowym Sciskaniu f;,. do wytrzymatosci przy jednoosiowym Sciskaniu f.

Parametr  wyznaczamy w taki sposéb, aby powierzchnia obcigzenia przechodzita przez
punkt (f;,0,0). W tym przypadku (0max) = {f:) = fi, @ zatem réwnanie 4.93 przyjmuje

postac:
1 f2
1ol 35 T et Bfe|=/e

poniewaz pierwszy niezmiennik stanu naprezenia I; = f;, a drugi niezmiennik dewiatora
stanu naprezenia J, = f;?/3. W tej sytuacji mozliwe jest obliczenie parametru 8 wedtug
nastepujgcej zaleznosci:

/3=%(1—a)—(1—a)- 4.95
: ; 16 |
e (£ 0)
40 40 /30 -20 -10 Of 1p

[e»]
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\
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Rys. 4.24. Powierzchnia Lublinera w ptaskim stanie naprezenia

W ptaskim stanie naprezenia tylko dwa parametry decydujg o ksztatcie powierzchni obcig-
zenia, a mianowicie a i B (rys. 4.24). Po podstawieniu do réwnania 4.93 niezmiennikéw I;
oraz J,, odpowiadajacych punktowi (—f;,0,0), okazuje sie, ze jest ono tozsamosciowo
spetnione. Parametr y pojawia sie tylko w tréjosiowym stanie naprezenia, gdy 0pax < 0.
Z tego wzgledu wptyw parametru y na ksztatt powierzchni obcigzenia nalezy przedstawic
w ptaszczyznie potudnikowej. Z uwagi na odmienny charakter funkcji obcigzenia 4.93, od-
biegajgcy od kryteriow omodwionych w podrozdziale 4.2, na rysunku 4.25 przedstawiono
ksztatt powierzchni obcigzenia w przekroju potudnikowym w przestrzeni r — &£ Najwaz-
niejsze sg wyniki badan eksperymentalnych (Launay, Gachon 1971), ktére oznaczono sym-
bolem @ na rys. 4.25. Widoczne sg dwa potudniki: rozciggany PR, dla ktérego r < 0, oraz
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Sciskany PS, dla ktérego r > 0. Istotne znaczenie ma wartos$¢ stosunku obu promieni
(Lubliner, Oliver, Oller, Ofiate 1989):

— rPR ’
p=— dla okredlonego & 4.96
Tps

Do wyznaczenia ogdlnych réwnan obu potudnikdow niezbedne jest okreslenie dla nich
maksymalnych naprezen gtéwnych (Abbo, Sloan 1995) jako:

1
§(11 +2,/3),) dla Tpg

Omax = |7 . 4.97
§(11_|_2 /3]2) dla Tps
70 -
Tps
o Tpr
-90 -70
Rys. 4.26. Przekréj
dewiatorowy
.
-70 -
4
Rys. 4.25. Przekrdj potudnikowy powierzchni obcigzenia
Teraz réwnania obu potudnikdw PS i PR s3g nastepujace:
(V61— @)f, — (a+y/313¢ re-=
4 3 1+2y/3 V2
PR — ) 4.98
Ve (1 —a)f, — (a+p/3)V3¢ &
3 1+ 2B/3 r= 7
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V(1 - a)f. = (a +y/3)V3¢ re-2
=J3 14v/3 dla V2 4.99
Ve - )f, — (a + B/3V3E 2¢ '
3 1+p8/3 rZ—ﬁ

Z analizy rownania 4.93 wynika, ze w zwigzku z zastosowaniem nawiasu Macauleya nie-
zbedne jest okreslenie rownan potudnikow w obu strefach, Sciskanej i rozcigganej, dla
dwoéch przypadkéw: 0, < 0 oraz g, > 0. Odpowiednie proste dzielgce przestrzen
r — & oznaczono na rys. 4.25 linig przerywana. Dodatkowo na wykresie zamieszczono
punkty identyfikacyjne (oznaczone symbolem m). Dzieki temu sprawdzono poprawnosc
obliczen. Wszystkie trzy punkty lezg na odpowiednich potudnikach, jednak w strefie, na
ktérg wptyw majg tylko parametry a oraz . W strefie tréjosiowego Sciskania, gdy
(—0max) # 0, w réwnaniu 4.96 zastosowano odpowiednie zaleznosci 4.98 — 4.99 i okre-
$lono parametr p jako

_r 3 4.100
Py +3 '
Po przeksztatceniach otrzymano wzor:
31 -
_3d-A 4.101
20—1

Zatem parametr y wyznacza sie przez globalne dopasowanie dwdéch potudnikéw w strefie
tréjosiowego Sciskania do wynikdw badan. Na rysunku 4.25 zaprezentowano wyniki te-
stéw tréjosiowego Sciskania (Launay, Gachon 1971 oraz Chen 1982). Wyniki te pozwalajg
okresli¢ parametr p, ktérego wartosé w réznych badaniach laboratoryjnych wynosi od 0,64
do 0,8. Przekréj dewiatorowy przedstawiono na rys. 4.26. Zgodnie z powyzszymi rozwaza-
niami mozliwe jest uwzglednienie w réwnaniu 4.93 ewolucji F (o) w zaleznosci od L w
modelu betonu plastycznego ze zniszczeniem wykonano to w nastepujgcy sposdb:

¢ uzalezniono parametr § od aktualnej wartosci efektywnego naprezenia Sciskaja-

cego 0 i rozciggajacego oy, ktoére sg funkcjami odpowiednio Egl i EEI:

75 (22')
oz (2F).
e zastgpiono parametr f_ funkcjq o (EEI):
f. =5 ().
Wszelkie rozwazania nie tracg oczywiscie na znaczeniu po tych zmianach i dopuszczeniu

ewolucji powierzchni obcigzenia. Obowigzuja nastepujgce zaleznosci, ktére okreslajg
ekwiwalentne naprezenia dla zerowych odksztatcen plastycznych:

g (Egl = O) =f. oraz  apg (E};l = 0) = f;.

f= (1-@)-(1-a;
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Powierzchnia potencjatu plastycznego

W modelu betonu plastycznego ze zniszczeniem zaktada sie uzycie niestowarzyszonego
prawa ptyniecia. Zatem nizej omdéwiono sposéb identyfikacji parametréw y;, € powierzchni
potencjatu plastycznego G, czyli hiperbolicznej funkcji Druckera-Pragera w postaci:

Go) =\ —efitgw)?+q*+ptgy—f. =0, 4.102

gdziep = é]l jest efektywnym naprezeniem hydrostatycznym, a g% = 3/, ekwiwalentnym

efektywnym naprezeniem HMH.

10
D
...... p=200 __ w=30° __ y=30°
e=1 e=1 €E=2

Rys. 4.27. Powierzchnia potencjatu plastycznego

Identyfikacja obu parametréw ;, € odbywa sie przez ich globalne dopasowanie do danych
eksperymentalnych (Swanson, Green 1973) w ptaszczyZnie p — q za pomocg minimalizacji
btedu kwadratowego (Jankowiak, todygowski 2005). Ksztatt krzywej w przekroju potudni-
kowym dla réznych wartosci parametréw przedstawiono na rys. 4.27.

Identyfikacja parametréow konstytutywnych modelu

Wyzej w tym rozdziale zaprezentowano ogdlne zatozenia modelu betonu plastycznego
ze zniszczeniem. Wyjasniono réwniez znaczenie parametrow konstytutywnych. W tym
miejscu zostang zidentyfikowane parametry materiatowe betonu klasy B50 na podstawie
testow laboratoryjnych.

Najwazniejszym eksperymentem, za pomocg ktorego okresla sie klase betonu, jest test
jednoosiowego $ciskania. Odpowiednie krzywe o — & przedstawiono na rys. 4.28 i 4.29.
Dodatkowo, aby dopasowa¢ globalnie parametry i, € powierzchni potencjatu plastyczne-
go w ptaszczyznie potudnikowej, uzyto znanych wynikéw (Swanson, Green 1973). S3 to
wyniki testow trojosiowego Sciskania (rys. 4.30), ktore stanowig superpozycje hydrosta-
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tycznego $ciskania (p = 0,0, 6,9 i 13,8 MPa) oraz dodatkowego $ciskania w jednym kierun-
ku 033, az do zniszczenia. Dodatkowo przy identyfikacji parametréw i, € nalezy réwniez
skorzystac z krzywej Kupfera (patrz podrozdziat 1.1).

50

40

30 A

20 A

10

naprezenia [MPa]

0 0,003 0,006 0,009 0,012

odksztatcenia [%]

Rys. 4.28. Jednoosiowe Sciskanie betonu — krzywa eksperymentalna (Jankowiak,
todygowski, Szumigala 2004)
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Rys. 4.29. Jednoosiowe rozcigganie betonu — krzywa eksperymentalna (Jankowiak,
todygowski, Szumigala 2004)

Identyfikujac parametry, zatozono, ze beton zachowuje sie liniowo-sprezyscie do 0,6f.
podczas Sciskania ido f; podczas rozciggania. W zakresie sprezystym modut Younga
E, = 18,5 GPa, a liczba Poissona v = 0,19. Jest to wynikiem ilorazu obu wspétrzednych
w punkcie ® na Rys. 4.31, czyli naprezen 30 MPa i odksztatcer 0,001622. Punkt ten jest
granicg sprezystosci. Od wartosci naprezernn 30 MPa do wartosci naprezern 50 MPa beton
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podczas Sciskania sie wzmacnia. W tym zakresie ewentualne odcigzenie odbywa sie po
prostej réwnolegtej do czerwonego odcinka, ktérego wspdtczynnik kierunkowy wynosi Ej,.
Definiujac krzywa wzmocnienia (ostabienia) podczas Sciskania, nalezy poda¢ maksymalng
liczbe punktéw o wspodtrzednych (E?I,ES), gdzie E?l jest niesprezystym odksztatceniem
Sciskajacym, ktore obliczamy przez odjecie od odksztatcen catkowitych €5 czesci sprezystej
E;p.Wmomencie osiggniecia naprezen réwnych 50 MPa beton podczas Sciskania ulega
ostabieniu, z czym taczy sie rowniez degradacja jego sztywnosci. Degradacja sztywnosci
jest eksperymentalnie obserwowalna gtéwnie w czasie cyklicznych obcigzen (patrz rys.
4.28). Gdy odciaza sie prébke betonowg, wida¢ zmiane sztywnosci. Sztywnosé probki po-
nownie obcigzonej jest mniejsza, a w kolejnych cyklach zmniejsza sie jeszcze bardziej.
Zmniejszenie sztywnosci nastepuje po osiggnieciu naprezen krytycznych dla betonu B50,
czyli naprezen rownych 50 MPa. Zmniejszajaca sie sztywno$¢é modelu jest zwigzana z nara-
staniem zmiennej parametrycznego zniszczenia przy $ciskaniu dg wedtug zaleznosci 4.86.

Y p=13,8 MPa

6,9 MPa

naprezenia d;; [MPa]

O
A4

-0,0075 -0,0025 0,0025 0,0075 0,0125

odksztatcenia &;; oraz poprzeczne &, =¢,, [%]

Rys. 4.30. Trojosiowe Sciskanie betonu — krzywa eksperymentalna (Swanson, Green 1973)

Znajdowanie na podstawie krzywych eksperymentalnych odpowiednich punktow (E?I,ES)

przedstawiono dla jednego przyktadowego punktu oznaczonego na rys. 4.31 za pomoca @
(numery 1, 2, 3 oraz 4). Oznaczenia te sg niezbedne do petnej identyfikacji. Wspotrzedne
punktu @1 odczytujemy wprost z rys. 4.31 jako (¢ = 0,0055, 55 = 30). Zatem punktowi
@2 odpowiada odcieta 0,0055, ktéra stanowi catkowite odksztatcenie 5. Na podstawie
punktu @1 obliczamy odksztatcenia niesprezyste E?l, ktére stanowia odcieta punktu @3,
Odcietga te obliczamy, zaktadajac odcigzenie od punktu @1, zgodne z poczatkowa sztywno-
Scig Ey. W tym przypadku zachodzi zaleznosci: E;ll = &5 — as/E,, zatem odcieta Egl punktu
@3 jest réwna 0,0039. Zidentyfikowany punkt karty materialowej ma wiec wspétrzedne
(8" = 0,0039,5 = 30).

Punkty pokazujgce ewolucje parametru zniszczenia w przestrzeni (Egl, ds) i okreslajace

degradacje sztywnosci ze wzgledu na odksztatcenia niesprezyste identyfikujemy nastepu-
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jgco: odcieta E?l jest identyczna z odcietg obliczong w poprzednim akapicie, a zmienna
parametrycznej degradacji dg jest réwna (fc - ES)/fC. Majac wartosci o, dg i 521, mozna
obliczy¢ odksztatcenie plastyczne Egl, czyli odcietg punktu @4, za pomoca nastepujacej
zaleznosci:

—pl _ —=nl dS Os

4.103

s =& _1—dSE_0'

Z

naprezenia [MPa]

0 0,003 0,006 0,009 0,012
odksztatcenia [%] -&

® o (Egl = 0) =0,6f, = 30 MPa

® 5,;(22' =0,00015) = 0,8f, = 40 MPa

® (22 =0,0008) = f£. = 50 MPa

Rys. 4.31. Zaleznos$¢ naprezenie — odksztatcenie przy jednoosiowym Sciskaniu modelu
betonu plastycznego ze zniszczeniem

naprezenia [MPa] - O,
=

2

@
0 0,0002 0,0004 0,0006
odksztatcenia [%] - &
® 5. (F'=0)=f =28Mpa
Rys. 4.32. Zaleznos$¢ naprezenie — odksztatcenie przy jednoosiowym rozcigganiu modelu
betonu plastycznego ze zniszczeniem
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Analogiczne rozwazania nalezy przeprowadzi¢ dla rozciggania. Zaktada sie, ze beton za-
chowuje sie sprezyscie do naprezen f;. W strefie ostabienia dochodzi do rozwoju trwatych

niesprezystych odksztatcen EEI oraz zarysowania, ktéremu odpowiada lokalizacja odksztat-

cen plastycznych Egl potaczona z degradacja sztywnosci betonu. Sztywnosé materiatu od-

powiadajaca degradacji o dy jest rowna (1 — dg)E,. W strefie ostabienia po rozcigganiu
dodatkowym parametrem materiatowym jest Gy, ktdry, zgodnie z mechaniky pekania,
okresla energie niezbedng do otwarcia rysy o jednostkowym polu (Hilleborg, Modeer,
Petersson 1976). Zgodnie z tg koncepcja, kruche uszkodzenie jest opisane nie zaleznoscig
OR —5}3‘, a zaleznoscig oy —ﬁgl. Rysa zwigzana z lokalizacjg odksztatcen propaguje sie,
gdy naprezenie rozciggajace osiggnie wartos¢ krytyczng f;. Gdy rysa sie otworzy, napreze-
nia nie zmniejszajg sie do zera, ale sg sprowadzane do zera wraz z rosngcym ﬁgl. Gdy sze-
rokosé rysy osiggnie warto$s¢ maksymalng (krytyczng) ﬁgl_max, nosnos¢ betonu spada do
zera.

3

4

IS 25

)

=3

© 1,5

‘g

L 1

o

2 05

c
0 T 1
0,00E+00 4,00E-05 8,00E-05 1,20E-04

: —pl
rozwarcie rysy [m] - up
Rys. 4.33. Liniowe ostabienie podczas rozciggania

Po zarysowaniu beton przenosi resztkowe naprezenia zgodnie z energia pekania, ktéra
réowna jest co do wartosci polu pod krzywa op — HEI. Dyssypacje energii przy utworzeniu
rysy o jednostkowym polu wyraza wzor:

—pl
UR-max

Gr = j & odil. 4.104
0

Oczywiscie, funkcja opisujgca naprezenia resztkowe po inicjacji rysy moze by¢ okreslona
na rézne sposoby (np. funkcja wyktadnicza), jednak tutaj uzyto zaleznosci liniowe;j.
Aby opisa¢ w petni parametry ostabienia betonu w wyniku rozciggania potgczonego z de-
gradacja sztywnosci (rys. 4.33) przy zatozeniu liniowosci do f; i liniowego ostabienia, wy-
starczy uzy¢ nastepujacych danych: o, = 2,8 MPa i a};" =0 oraz or = 0MPa i a};" =
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ﬁgl_max. Zatozono, ze maksymalna degradacja betonu jest réwna 0,99. Znane s3 poczat-

kowe ekwiwalentne odksztatcenia plastyczne podczas rozciggania w chwili t, to jest E,gl_t
i d;_;. Nastepnie oblicza sie przyrost ekwiwalentnych odksztatceri plastycznych podczas

. . =pl L . . . .
rozciggania €z na podstawie niestowarzyszonego prawa ptyniecia (hiperboliczna funkcja
Druckera-Pragera jako powierzchnia potencjatu plastycznego oraz powierzchnia obcigze-
nia Lublinera). W kolejnym kroku oblicza sie nowe ekwiwalentne odksztatcenia plastyczne
podczas rozciggania:

_pl _pl ~pl
ER—t+at = ER-t T ER .
Jesli odksztatcenia EEI_HM sg wieksze niz krytyczna wartosc E,gl_kryt, wyznacza sie przyrost
plastycznego przemieszczenia na podstawie zaleznosci:
~pl ~pl
u,R = SR lo.
Nastepnie oblicza sie zmienng degradacji betonu podczas rozciggania na podstawie zalez-
nosci:
~pl ,_p]
de—rsne = de—g + U [Up—max-
Dodatkowo na rys. 4.34 przedstawiono ewolucje powierzchni obcigzenia, zgodnie z ewolu-
cjg naprezen efektywnych w funkcji efektywnych odksztatcen plastycznych. Takie podej-
Scie zapewnia identyczng dyssypacje energii na skutek utworzenia rysy, gdyz gestos¢ ener-
gii pekania jest niezalezna od wielkosci elementu.
Parametry materiatowe betonu klasy B50 podczas Sciskania i rozciggania przedstawiono w
tab. 4.4 itab. 4.5.

. [ = —nl . —nl
Tab. 4.4. Zaleznosci o — & ids — &

@5 [MPa] ! d 2!

30,0 0,000099 0,0 0,000099

40,0 0,000154 0,0 0,000154

50,0 0,000762 0,0 0,000762

40,0 0,002558 0,2 0,002558

20,0 0,005675 0,6 0,005675
5,0 0,011733 0,9 0,011733

. ;= —nl . —nl
Tab. 4.5. Zaleznodci og — €g idg — €,

ox[MPa] Y dg 'y
2,800 0,0 0,0 0,0
0,028 0,0004 0,99 0,0004
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Dodatkowymi parametrami konstytutywnymi sa a i y. Okreslajg one ksztatt powierzchni
w ptaskim stanie naprezenia i w ptaszczyznie potudnikowej, zgodnie z rys. 4.24 i 4.25
i przytoczonymi wczesniej zaleznoSciami (patrz podrozdziat 4.4). | tak, ze wzgledu na krzy-
wa Kupfera, zgodnie z ktdra stosunek f,./f, = 1,12, a jest réwne 0,0967742.

Z poréwnania wynikéw eksperymentalnych w ptaszczyznie potudnikowej (Launay, Gachon
1971) z ksztattem powierzchni obcigzenia (rys. 4.26) wynika, ze p = 0,666, w zwigzku
z tym parametr decydujacy o ksztatcie powierzchni Lublinera w tréjosiowym s$ciskaniu
y = 3.

Ostatnim etapem jest identyfikacja dwdéch parametréw konstytutywnych w, € okreslaja-
cych ksztatt powierzchni potencjatu plastycznego (rys. 4.27). Metoda identyfikacji moze
by¢ nazwana globalnym dopasowaniem. Podstawg identyfikacji byty znane wyniki ekspe-
rymentalne (rys. 4.30) i cytowane wyniki badan $ciskania w tréjosiowym stanie naprezenia
(Swanson, Green 1973).

-710 0/-40 Q 10
/ / 75 (28" = 0,0001) = 30
< ! \ 5 (8 =0)=28

N T

\
s (E§’1 = 0,0008) = 50 \ 75 (22 = 0,00015) = 40
e (2 =0)=28 o (2 =0)=28

\¥)

70
70

o0
Rys. 4.34. Ewolucja powierzchni obcigzenia w ptaskim stanie naprezenia

Tab. 4.6. Punkty identyfikacyjne powierzchni potencjatu plastycznego

Nr p;[MPa] q;[MPa] 01[MPa] 0,[MPa] 03[MPa]
1 2,8 0 2,8 2,8 2,8

2 —16,6 50 0,0 0,0 -50

3 —28,9 66 —6,9 —6,9 -72,9
4 —44.1 91 —-13,8 -13,8 —104,8

Na podstawie naprezen gtéwnych obliczono wartosci efektywnych naprezen p oraz q
i w tej ptaszczyznie przeprowadzono identyfikacje obu parametréw metodg najmniejszych
kwadratow, minimalizujac btgd opisany réwnaniem:
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f= Z(qi — 4y w6 fo fi))" = min,

i=1
91 100 -
80 -
66
o 60 -
=)
~ 40
\ 0
r T T T T O 1
-50 -40 -30 -20 -10 0 10

p[MPa]

Rys. 4.35. Powierzchnia potencjatu plastycznego wraz z punktami identyfikacyjnymi

Minimalizacja prowadzi do okreslenia parametréw y, €, ktdére przyjmuja wartosci kolejno
49° oraz 1,0. Ksztatt powierzchni potencjatu plastycznego wraz z czterema punktami iden-
tyfikacyjnymi przedstawiono na rys. 4.35.

4.4.Czteropunktowe zginanie belki betonowej z nacieciem

Nizej porownano wyniki obliczen numerycznych i eksperymentalnych dla czteropunkto-
wego zginania belki z nacieciem. Wytrzymatos¢ betonu w takim eksperymencie badat mie-
dzy innymi Hordijk (1992). Badana belka betonowa miata dtugo$¢ 500 mm, jej przekrojem
poprzecznym byt prostokat o podstawie 50 mm i wysokosci 100 mm. Byta ona nacieta
w Srodku rozpietosci pomiedzy podporami (ich odlegtos¢ to 450 mm). Rozwazano trzy dtu-
gosci naciecia d: 10, 30 oraz 50 mm. Belke obcigzono dwiema sitami skupionymi, réwno
odlegtymi (o0 75 mm) od osi symetrii belki. Wymiary belki i jej schemat statycz-
ny przedstawiono na rys. 4.36.

+P/2 P/2 +
d — dtugosé naciecia 10, 30 i 50 mm
o
o
—
| =
A | &
| 25 | 150 | 150 | 150 |25 |

T T T T T T

Rys. 4.36. Geometria i wymiary zginanej czteropunktowo belki betonowej z pojedynczym
nacieciem (Hordijk 1992)
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Obliczenia numeryczne identycznej belki z uzyciem potgczonego opisu — ciggtego i niecig-
gtego — zniszczenia wykonywali miedzy innymi Simone, Wells i Sluys (2003). Opisane nizej
obliczenia numeryczne przeprowadzono w programie Abaqus/Standard. Ze wzgledu na
charakter eksperymentu laboratoryjnego zdecydowano sie na sterowanie przemieszcze-
niami obu punktéw przytozenia sity. Eksperyment laboratoryjny byt prowadzony w iden-
tyczny sposdb (sterowanie przemieszczeniem) ze wzgledu na pojawienie sie pekniecia na
przedtuzeniu wszystkich trzech nacieé: 10, 30 i 50 mm, ktéremu towarzyszyt spadek no-
$nosci. Dokonano dyskretyzacji belki w modelu numerycznym na okoto 4000 elementow
skonczonych, ptaskiego stanu naprezenia o zredukowanym catkowaniu (CPS4R).

DAMAGET
(Avg O%)
+9.900e-01
+3,075e-01
+8.250e-01
+7.425e-01
+6.600e-01

+5.775e-01
+4,950e-01
+4.125e-01
+3,300e-01
+2.475e-01
+1.650e-01
+8,250e-02
+0.000e+00

Rys. 4.37. Rozktad parametru zniszczenia DAMAGET podczas rozciggania oraz propagacja
rysy przy najwiekszym nacieciu

Na rysunku 4.37c przedstawiono rozktad parametru zniszczenia i propagacje rysy na tych
samych etapach procesu, czyli przed osiggnieciem maksymalnej wartosci sity oraz w chwili
uzyskania nosnosci maksymalnej. Nastepnie dochodzi do etapu, ktéry numerycznie i eks-
perymentalnie moze by¢ sterowany tylko za pomocg przemieszczenia, gdyz wartosc sity,
a wtasciwie wartosc¢ reakcji na wymuszenie kinematyczne, sie zmniejsza.

4000 A
3000 - - - - eksperyment 10
N B Y N N eksperyment 30
= 2000
= Y S\~ eksperyment 50
1000 10
—30
0
—50

0,0E+00 1,0E-04 2,0E-04 3,0E-04
przemieszczenie [m]
Rys. 4.38. Poréwnanie wynikdw numerycznych i eksperymentalnych préby
czteropunktowego zginania belki z nacieciem (10, 30 i 50 mm)
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Opisywane wyzej trzy etapy procesu oznaczono czerwonymi trojkgtami na rys. 4.28. Wy-
kresy na rys. 4.28 s3 istotnym elementem analizy poréwnawczej wynikow obliczen nume-
rycznych z eksperymentem laboratoryjnym, gdyz pozwalajg nie tylko na jakosciows, ale
takze na ilosciowg ocene rezultatéw uzyskanych w proébie czteropunktowego zginania bel-
ki betonowej z nacieciem. Na rysunku 4.38 znajdujg sie trzy przerywane linie odpowiada-
jace wynikom eksperymentalnym uzyskanym przy réznych dtugosciach nacie¢ (Hordijk
1992 oraz Simone, Wells, Sluys 2003). W obliczeniach numerycznych w strefie naciecia
przyjeto strukturalne elementy skorniczone, natomiast w pozostatej czesci nieregularne.
Charakterystyczny wymiar elementu skonczonego wynosit w omawianym przypadku
5 mm. Analize wptywu wielkosci charakterystycznej elementu skoriczonego na nos$nosc
przedstawiono w kolejnym podrozdziale 4.5. Wyniki numeryczne, podobnie jak symulacje
Simone i wspotautordw, byty zbiezne. Obliczenia numeryczne dla trzech nacie¢ wykazuja
zadowalajaca zgodnosé z eksperymentami (Hordijk 1992), zwtaszcza jezeli chodzi o war-
tos¢ sity maksymalnej (nosnosci). Dodatkowo nalezy wspomnie¢, iz model oparty na me-
todzie elementdow skoriczonych dla zatozonych parametrow konstytutywnych charaktery-
zuje sie wiekszg kruchoscig. Jest to spowodowane liniowym ostabieniem zdefiniowanym
przez tzw. przemieszczenie niszczace, odpowiadajgce 99-procentowemu zmniejszeniu sie
sztywnos$ci materiatu.

4.5. Czteropunktowe asymetryczne zginanie belki betonowej
z nacieciem

Czteropunktowe asymetryczne zginanie belki betonowej z nacieciem jest waznym ekspe-
rymentem, ktory stuzy do numerycznego testowania zwigzkdéw konstytutywnych dla beto-
nu poddanego dominujgcemu S$cinaniu. Zniszczenie w takiej probie ma posta¢ niesyme-
trycznego pojedynczego pekniecia przedstawionego na rys. 4.40. Geometrie rozwazanej
belki betonowej wraz z warunkami brzegowymi przedstawiono na rys. 4.39. Wszystkie
wymiary belki s3 podane w milimetrach, jej grubos¢ wynosi 100 mm. Istotnym elementem

,ﬁﬁ
“F =

100

1 10
1P 1P

20 180 .40 180 | 20

Rys. 4.39. Geometria i warunki brzegowe czteropunktowego asymetrycznego zginania
belki betonowej

testu numerycznego jest odpowiednie przytozenie jednoparametrowego obcigzenia. Po-
kazano to na rys. 4.39. W symulacji numerycznej obcigzenie miato posta¢ wymuszenia
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kinematycznego, tak jak w eksperymencie laboratoryjnym (Schlangen 1993), w celu zare-
jestrowania procesu zniszczenia prébki betonowej. Gdy obcigzenie jest przyktadane jako
monotonicznie narastajaca sita, w chwili osiggniecia wartosci sity krytycznej proces quasi-
-statyczny zamienia sie w dynamiczny i dochodzi do nagtego zniszczenia betonowej kon-
strukcji, do nagtej utraty réwnowagi statycznej i braku zbieznosci procedury Newtona-
-Raphsona. Zadowalajgce rezultaty osiggnieto rowniez przez zastosowanie procedury jaw-
nego catkowania réwnan ruchu. Parametry programu Abaqus/Explicit dobrano tak, aby
osiggnac¢ quasi-statycznos¢ procesu, tzn. wydtuzono czas procesu do okoto 60 s i jedno-
czesnie zastosowano skalowanie masy (sztuczne zwiekszenie gestosci). Dzieki temu ener-
gia kinetyczna stanowita niewielki utamek (okoto 1/100) catkowitej energii wewnetrznej
uktadu.
W modelu numerycznym obcigzenie w postaci wymuszenia kinematycznego przyktadano
poprzez ciato sztywne, przy czym odlegtos¢ pomiedzy sitg a centralnym punktem przykta-
dania sity do prébki betonowej byta 10 razy krétsza niz odlegtos¢ do lewego punktu przy-
ktadania sity do belki betonowej. Dzieki temu obcigzenie w modelu numerycznym byto
przyktadane identycznie jak w eksperymencie laboratoryjnym.

Obliczenia numeryczne prowadzono dla rdinej ge-

—

stosci siatki elementéw skonczonych (CPS4R) oraz
parametrow konstytutywnych zidentyfikowanych
w podrozdziale 4.4. Przeprowadzono dodatkowo
analize dla innych wartosci parametru decydujgcego
o ostabieniu betonu podczas rozciggania (przemiesz-
czenia niszczacego). Rozwazano réwniez zastosowa-
nie innych typéw elementéw skonczonych, jak np.
tréjkatnego elementu skonczonego (Jankowiak,
todygowski 2005; Jankowiak 2004). Tutaj te ostatnie
wyniki numeryczne nie sg prezentowane. Nalezy jed-
nak nadmienié, ze typ elementu nie ma decydujgce-
go wplywu na wartos¢ sity niszczacej i mechanizm
zniszczenia, gdy siatki elementéw skonczonych maja
zblizong gestosé. Przedstawiono nowe wyniki, ktére uzyskano z uzyciem programu
Abaqus/Standard. Nalezy zaznaczy¢, ze starsze wyniki (Jankowiak, todygowski 2005) uzy-
skano za pomoca programu Abaqus/Explicit. We wszystkich eksperymentach numerycz-
nych belka betonowa ulega zniszczeniu w sposdb pokazany na rys. 4.40. Rozwazano rdzne
dyskretyzacje z charakterystyczng dtugoscig elementéw skoriczonych 1, 2 i 5 mm. Dla wy-
branych dyskretyzacji sprawdzono, oprdcz wytrzymatosci betonu na rozcigganie 3,0 MPa,
wptyw podstawowego parametru konstytutywnego decydujgcego o zniszczeniu podczas

| |
[ |
[ |
[ |
[ |
[ |
[ |
[ |
[ |
[ |
[ |
f i

Rys. 4.40. Mechanizm zniszczenia
omawianej belki betonowej
(Schlangen 1993)

rozciggania, a mianowicie przemieszczenia niszczgcego a,‘;l. Dla jasnosci wywodu przyto-
czono tylko wybrane krzywe irozktady zmiennych pola. Na rysunku 4.41 przedstawiono
zaleznosci sita — wzajemne przemieszczenie w pionie punktow naciecia dla réznych warto-
$ci przemieszczenia niszczacego, gdy wymiar elementu wynosit 2 mm. Wida¢ wyraznie, ze
opisywane przemieszczenie niszczgce ma najwiekszy wptyw na ostabienie w strefie pokry-
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tycznej, czyli po osiggnieciu nosnosci. Im wartos$¢ przemieszczenia niszczgcego jest mniej-
sza, tym mniejsza wartos$¢ energii pekania jest potrzebna do rozwarcia rysy o jednostko-
wym polu. To z kolei powoduje bardziej kruche globalne zachowanie i kruchg odpowiedz
uktadu. Wzgledna réznica maksymalnej osiggnietej sity to 15%.

50000 -
40000 ] . o —pl
Przemieszczenie niszczace up [mm]:

= 30000 - T~
- — 0,1
% 20000 H 0,3

10000 ' 0,5

0 T T T 1

0 2,5E-05 5E-05  7,5E-05 0,0001
réznica w pionie punktéw w nacieciu [m]

Rys. 4.41. Zaleznos¢ sita — wzajemne przemieszczenie w pionie punktéw naciecia dla
réznych wartosci przemieszczenia niszczgcego, gdy element miat 2 mm

50000 -
40000
Wielkos¢ elementu:
= 30000 -
o — 2mm
% 20000 A
— 1mm
10000 4}
\ eksperyment
0 T T T 1

0 2,5E-05 5E-05 7,5E-05 0,0001

Roéznica w pionie punktow w nacieciu [m]

Rys. 4.42. Poréwnanie z eksperymentem (Schlangen 1993) zaleznosci sita — wzajemne
przemieszczenie w pionie punktow naciecia dla wartosci przemieszczenia niszczacego
0,1 mm i dla dwéch wymiaréw elementu skorczonego

Nastepnie prowadzono obliczenia dla innych charakterystycznych wymiaréw elementow
skonczonych. Na rysunku 4.42 przedstawiono dwie ciggte rdznokolorowe krzywe, ktére
odpowiadajg zaleznosci sita — wzajemne przemieszczenie w pionie punktdéw naciecia dla
charakterystycznych wymiaréw elementéw skonczonych 1 i 2 mm. Widaé na nim wyrazna
wzgledna rdznice (okoto 8%) wartosci maksymalnej sity nosnej dla obu dyskretyzacji. Waz-
nym wnioskiem jest to, ze prezentowane rozwigzanie jest akceptowalne, poniewaz nie
zalezy w sposéb patologiczny od wymiaru elementu. Dodatkowo na rys. 4.42 zaprezento-
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wano wyniki badan eksperymentalnych (pomiedzy liniami przerywanymi) (Schlangen
1993) oraz rozktady parametru zniszczenia dla obu dyskretyzacji (charakterystyczna dtu-
gos$¢ elementdw 1 i 2 mm) na koricu procesu. Przemieszczenia dla obu map zostaty piecio-
krotnie przeskalowane. Rowniez mechanizmy zniszczenia dla obu dyskretyzacji s3 zgodne
(patrz rys. 4.43), a co najwazniejsze, odpowiadajg dos¢ doktadnie prezentowanym na rys.
4.40.

wielkos¢ elementu
2 mm

DAMAGET
(Avg 75%)
1.000

wielkos¢ elementu
1 mm

Rys. 4.43. Poréwnanie mechanizmu zniszczenia (parametru zniszczenia podczas
rozciggania DAMAGET) dla dwéch rozwazanych dyskretyzacji

Dodajmy, ze w omawianym przypadku obliczeniowym wprowadzenie wewnetrznej skali
dtugosci (regularyzacja) nastgpito przez zdefiniowanie statej gestosci energii pekania, nie-
zaleznej od wielkosci elementu. Zapobiegto to wystgpieniu patologicznej zaleznosci roz-
wigzania MES od gestosci dyskretyzacji i dowodzi dobrego postawienia problemu brzego-
wego.

4.6.Zginanie ze Sciskaniem zespolonego stupa stalowo-betonowego

Ostatnim problemem obliczeniowym omawianym w tym rozdziale jest modelowanie nu-
meryczne obetonowanych elementdéw stalowych Sciskanych mimosrodowo oparte na wy-
nikach badac¢ eksperymentalnych prowadzonych w Instytucie Konstrukcji Budowlanych
Politechniki Poznanskiej (kodygowski, Szumigata 1992). Podstawowym celem tej prezenta-
cji jest weryfikacja modelu numerycznego przez poréwnanie z eksperymentem laborato-
ryjnym w duzej skali.

Eksperyment laboratoryjny

Przedmiotem badan eksperymentalnych byto szes¢ obetonowanych stupdéw stalowych
o dtugosci 6 m. Stalowy rdzen stupa stanowi spawany dwuteownik szerokostopowy o wy-
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miarach h = b = 240 mm, grubosci pasa ¢ty = 12 mm i $rodnika t,, = 6 mm. W miejscu
oparcia i przekazania obcigzenia zastosowano dodatkowe Zeberka usztywniajgce (patrz
rys. 4.44). Wspotprace betonu i stali zapewnity strzemiona z pretédw stalowych przyspawa-
ne do srodnika i pasdw. Wzdtuz stupa umieszczono zbrojenie przeciwskurczowe z pretéw
o $rednicy 3 mm. Stup poczatkowo zostat obcigzony statg sitg sciskajgcg, a nastepnie pod-
dano go zginaniu czteropunktowemu, jak na schemacie na rys. 4.44. Przyrost obcigzenia
poprzecznego poczatkowo wynosit 20 kN, a w dalszej fazie z przyrostem przemieszczenia
wynosit 10 mm. Sita Sciskajgca miata statg wartos¢ 500 kN.

Wykonano réowniez odpowiednie badania cech mechanicznych betonu i stali. Otrzymane
wyniki przedstawiono na rys. 4.28, 4.29 i 4.45. Odpowiednie krzywe naprezenie — od-
ksztatcenie zastosowano w modelu numerycznym do opisu betonu plastycznego ze znisz-
czeniem.

Symulacja komputerowa zniszczenia stalowego stupa obetonowanego

Stworzono przestrzenny model stupa. Do obliczen uzyto nieliniowego, dynamicznego pro-
gramu metody elementéw skoriczonych Abaqus/Explicit, czyli zastosowano procedure
jawnego catkowania réwnan ruchu.

Przestrzenny model numeryczny sktadat sie z 3996 elementow powtokowych (S4R) oraz
z 9966 oSmioweztowych elementéw przestrzennych (C3D8R). Przestrzenne elementy po-
wtokowe wykorzystano do dyskretyzacji stalowego spawanego dwuteownika i zeberek
(usytuowanych w miejscu przytozenia sit skupionymi i w miejscu podparc). Elementy prze-
strzenne stuzyly do modelowania betonowej czesci modelu. Analizowano ¢wiartke stupa
oraz zatozono catkowitg przyczepnosc stali i betonu. W badaniach eksperymentalnych taki
stan rzeczy uzyskano przez wprowadzenie odpowiednio skonstruowanych strzemion.
W przestrzennym modelu numerycznym catkowitg wspotprace betonu i stali osiggnieto
przez przyrownanie przemieszczenn powierzchni kontaktowych miedzy stalg i betonem,
tzn. przez narzucenie dodatkowych wewnetrznych wiezéw kinematycznych w modelu.
Obliczenia prowadzono dla dwéch wariantéw. W pierwszym wariancie zespolony stup sta-
lowo-betonowy byt obcigzony wytacznie sitami zewnetrznymi. Przez sity zewnetrzne ro-
zumie sie site $Sciskajaca o statej wartosci 500 kN oraz dwie sity zginajace (tzw. czteropunk-
towe zginanie, rys. 4.44). Wartos¢ sity zginajgcej w funkcji przemieszczenia poprzecznego
w $rodku rozpietosci stuzyta do poréwnania wynikow obliczenn numerycznych i ekspery-
mentu laboratoryjnego. W drugim wariancie dla zapewnienia wiekszej zbieznosci wynikéw
numerycznych ieksperymentalnych uwzgledniono naprezenia resztkowe spowodowane
spawaniem stali (spoiny miedzy srodnikiem i pasami) oraz odksztatcenia resztkowe po-
wstate na skutek skurczu betonu.

Tworzac przestrzenny model stalowo-betonowego stupa zespolonego, oprdcz nieliniowo-
Sci geometrycznej uwzgledniono réwniez nieliniowos¢ fizyczng. W eksperymencie nieli-
niowosc fizyczna byta spowodowana plastycznoscig stali konstrukcyjnej oraz nieliniowym
zachowaniem betonu w przestrzeni ¢ — €. Stal modelowano w eksperymencie numerycz-
nym za pomocg materiatu sprezysto-plastycznego (rys. 4.45), a beton za pomocg sprezy-
sto-plastycznego z izotropowym zniszczeniem (BPZ — beton plastyczny ze zniszczeniem).

93



Dzieki takim modelom konstytutywnym opisujagcym zachowanie stali i betonu mozliwe
byto okreslenie miejsc uplastycznienia czy zniszczenia obu materiatow.
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Rys. 4.44. Schemat modelu badawczego
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Rys. 4.45. Test rozciggania stali

odksztatcenia [%]

Uzycie modelu konstytutywnego betonu z ostabieniem oraz uwzglednienie kontaktu betonu
ze stalg sprawito, ze w praktyce okazata sie nieefektywna typowa procedura przyrostowo-
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-iteracyjna stosowana w Abaqus/Standard. Nie byto bowiem zbieznosci w procedurach itera-
cyjnych podczas niszczenia betonu. Zadne zabiegi numeryczne typu zwiekszenie liczby itera-
cji czy zmniejszenie doktadnosci obliczen nie przyniosty pozadanych rezultatéw i dlatego

Step: skurcz
DAMAGET Increment 31716: Step Tim 000
(Ave. Crit.: 0%) Primary Var: DAMAGET
+9.801e-01 Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.000e+00
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Rys. 4.46. Zniszczenie stupa zespolonego na skutek skurczu betonu; rozktad skalarnego
parametru zniszczenia DAMAGET
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Rys. 4.47. Wykres sita poprzeczna — przemieszczenie w Srodku rozpietosci stupa dla mode-
lu przestrzennego

zastosowano procedure jawnego catkowania rownan ruchu z odpowiednio zmodyfikowa-
nym quasi-statycznym obcigzeniem i skalowaniem masy (Hibbitt, Karlsson, Sorensen 2005).

Na rysunku 4.47 przedstawiono wyniki obliczen uzyskane dla dwéch wariantéw. W pierw-
szym wariancie pominieto wszystkie stany poczatkowe, a w drugim uwzgledniono napre-

95



zenia i odksztatcenia resztkowe. Na rysunkach 4.47 i 4.48 przedstawiono zaleznosci warto-
Sci sity poprzecznej od przemieszczenia srodkowego przekroju stupa prostopadle do osi
podtuzne;.
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£
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50 - z naprezeniami rezidualnymi

O eksperyment
O T T T 1

0 0,0025 0,005 0,0075 0,01

przemieszczenia [m]

Rys. 4.48. Wykres sita poprzeczna — przemieszczenie w Srodku rozpietosci stupa dla mode-
lu przestrzennego oraz doswiadczenia laboratoryjnego

Na rysunku 4.47 poréwnano wyniki numeryczne dla obu wariantéw. Widoczne jest nie-
wielkie zmniejszenie sztywnosci i nosnosci, gdy uwzgledni sie w modelu resztkowe (rezy-
dualne) naprezenia i odksztatcenia. Na rysunku 4.48 symbolami punktowymi oznaczono
rezultaty pomiarow przemieszczen w trakcie badan laboratoryjnych w duzej skali (skala
1:1), a linig ciggta wyniki obliczen numerycznych dla modelu przestrzennego, ktére otrzy-
mano, postugujac sie programem Abaqus/Explicit. Wyniki numeryczne s3 zgodne z ekspe-
rymentalnymi. Swiadczy to o poprawnosci zatozert modelu numerycznego. Procedura obli-
czeniowa Abaqus/Explicit, mimo ze jest przeznaczona do zadan dynamicznych, jest przy-
datna w rozwigzywaniu zagadnien quasi-statycznych z zastosowaniem modelu konstytu-
tywnego betonu plastycznego ze zniszczeniem. Z tatwoscia mozna réwniez przej$¢ do ana-
lizy takich konstrukcji przy obcigzeniach dynamicznych i impulsowych. Podobnymi pro-
blemami wytrzymatosci obetonowanych belek stalowych zajmowat sie Madaj (2005).



5. Dynamiczne kryteria zniszczenia

W rozdziale 4 szczegétowo omoéwiono kryteria zniszczenia betonu przy obcigzeniach quasi-
-statycznych. W przypadku obcigzenn dynamicznych — ze wzgledu na wptyw predkosci od-
ksztatcen, ktdrych wzrost powoduje zwiekszenie wytrzymatosci dynamicznej betonu (patrz
podrozdziat 1.2) — ogdlna postac kryterium zniszczenia to

f(aij,éij) =0. 5.1

Gdy rozpatrywanym materiatem sa metale, czesto funkcje f rozktada sie na sume lub ilo-
czyn funkg;ji (Litonski 1977 oraz Rusinek 2000). Zatem réwnanie 5.1 moze przyjgé nastepu-
jgca postac:

g(oi;) - h(€;) = 0. 5.2

W odniesieniu do funkcji g mozliwe jest zastosowanie dowolnego kryterium quasi-
-statycznego, a w przypadku funkcji wzmocnienia h nalezy uwzglednié przyrost wytrzyma-
tosci TDIF i CDIF. Porédwnanie trzech przyktadowych funkcji g przedstawiono na rys. 5.1
w ptaskim stanie naprezenia. Sg to kolejno funkcje zaproponowane przez Podgorskiego,
Mroza i Willama-Wernkego. Pierwsza z nich jest piecioparametrowa, dwie pozostate trzy-
parametrowe. Czesto stosuje sie wzmocnienie izotropowe, co oznacza, iz DIF zwieksza
jedynie jeden z parametrow zastosowanego kryterium, a mianowicie ten, ktéry decyduje
o jego rozmiarach.

Inne kryterium zniszczenia materiatéw, oparte na koncepcji kumulacji zniszczenia, zapre-
zentowali Tuler i Butcher (1968) oraz Campbell (1953). Znalezli oni dobrg korelacje pomie-
dzy dynamiczng wytrzymatoscig a czasem trwania impulsu naprezenia. Naprezenie nisz-
czace w tym kryterium okreslono w nastepujacy sposob:

te
J-(aeq — o dt =, 5.3

gdzie A, erq i C s statymi materiatowymi, a £, czasem zniszczenia wyznaczanym przez
kryterium. Wielkos$¢ o€ jest naprezeniem ekwiwalentnym, zgodnym z wybranym kryte-
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rium zniszczenia. Do metali czesto stosuje sie naprezenia sprowadzone wedtug kryterium
Hubera-Misesa-Henky’ego, a do betonu sprowadzone wedtug kryterium Druckera-
Pragera, Lublinera czy Mroza (patrz poprzedni rozdziat).

......... Podgorski

| Mréz

dn
D

Rys. 5.1. Poréwnanie mozliwych do zastosowania funkcji g

Inne kumulatywne kryterium zniszczenia przedstawit Freund (1993). Ma ono postac:
e el B
0o

. eq . . . .
gdzie g, ', B i D sq statymi materiatowymi.

W kolejnych podrozdziatach szczegétowo zaprezentowano inne kumulatywne kryterium
zniszczenia i jego zastosowanie do okreslenia wytrzymatosci dynamicznej betonu.

5.1.Kumulatywne kryterium zniszczenia

Wytrzymatos¢ betonu zaréwno na $ciskanie, jak i na rozcigganie zalezy od predkosci od-
ksztatcen. Jedng z mozliwosci uwzglednienia wptywu predkosci odksztatcen na wytrzyma-
tos¢ betonu jest kumulatywne kryterium zniszczenia (KKZ). Poczgtkowo kryterium to byto
wykorzystywane do opisu zniszczenia metali (Campbell 1953). Nastepnie zostato zastoso-
wane do modelowania zniszczenia betonu (Brara, Camborde, Klepaczko, Mariotti 2001
oraz Stolarski 2004) za pomocg metody elementdow dyskretnych (Cundall, Strack 1979).

Kryterium to uogdlniono, aby prawidtowo opisywato zniszczenie betonu w tréjosiowym
stanie naprezenia (Jankowiak, todygowski 2007) i zaimplementowano jako procedure
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VUMAT w programie Abaqus/Explicit. Czas zniszczenia materiatu poddanego impulsowi
naprezenia jest okreslony przez kumulatywne kryterium zniszczenia. W formie catkowe;j

ma ono postac:
tc
eq a(T)
o (t) L
too = f (F_eq> dt, jesli  al(t) > aqd. 5.5
OFo

(0, fe = 30)
I

| ©f=13
©,.f, =3)

. |
V4

(fe

g
)

k=4,02i0s] =4,18
k=157i0s =139
k=100i0s =265

I ]

Rys. 5.2. Powierzchnia zniszczenia w przestrzeni naprezen gtéwnych dla réznych
parametréw k i oy¢ oraz oz = 0

W réwnaniu 5.5 wystepuja: t.q, czyli najdtuzszy krytyczny czas a(T), bedacy parametrem,
a dokfadniej wartoscig zalezng od temperatury T, zwigzang z energig aktywowang podczas
procesu separacji (zerwania wiezdéw kohezji), oraz cr,ffg, czyli quasi-statyczna ekwiwalentna
wytrzymatos¢ betonu na rozcigganie. Nastepujgcej miary naprezen uzyto do opisu defor-
macji w tréjosiowym stanie naprezenia (Geers, Borst, Peerlings 2000):

q_ k-1 1 (k—11>2+ 6k 6
F Tk =20t T 2k J\T = 2p " (1—v)2]2'

gdzie I; i J, s3 kolejno pierwszym i drugim niezmiennikiem tensora i dewiatora tensora
naprezenia, cr,ffg jest uogdlnieniem ekwiwalentnych naprezenn Hubera-Misesa-Hencky’ego
(Geers, Borst, Peerlings 2000) i byto uzywane do okreslenia wytrzymatosci betonu przy
obcigzeniach quasi-statycznych, k wptywa na ksztatt powierzchni zniszczenia w przestrzeni
naprezen gtéwnych i decyduje o przesunieciu powierzchni w kierunku strefy $ciskane;j.
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Identyfikacja i wptyw parametréw konstytutywnych

Wptyw parametru k na ksztatt dwuparametrowej (O';g , k) powierzchni zniszczenia, opisa-
nej rownaniem:

Ly k-1 o1 k—112 6k
f(pjz)—ml—l—ﬁ (1—217 1) +(1—U)2]2

przedstawiono na rys. 5.2. Gdy parametr k = 1, powierzchnia jest symetryczna w prze-
strzeni naprezen gtéwnych (linia przerywana). Gdy parametr k = 4,02, powierzchnia jest
niesymetryczna w przestrzeni naprezen gtéwnych (linia ciggta). Na podstawie dwéch zato-
zonych punktéw dokonano identyfikacji parametréw powierzchni zniszczenia. Pierwszy z
nich odpowiada wytrzymatosci betonu na rozcigganie réwnej 3 MPa, a drugi wytrzymato-
$ci na Sciskanie —30 MPa. Takie zatozenia doprowadzity do wyznaczenia dwdch parame-
tréw konstytutywnych: o5 = 4,18 MPa oraz k = 4,02.

e 5.7

1] 088 =150

Rys. 5.3. Ksztatt powierzchni zniszczenia w przekroju potudnikowym w przestrzenir — &
dla k = 4,02

Na rysunku 5.3 przedstawiono przekrdj potudnikowy uogdlnionego kryterium Hubera-
-Misesa-Hencky’ego (Geers, Borst, Peerlings 2000) uzywanego w KKZ. Krzywe powierzchni
ekwiwalentnych naprezen pokazano na rys. 5.3 dla réznych wielkosci ekwiwalentnych na-
prezen rozciggajacych. Istotne jest zdefiniowanie osi, tzn. podanie, co jest rzedna, a co
odcietg punktéw. Wspodtrzedne punktédw sg obliczane na podstawie zaleznosci: r = +./2/,
oraz £ = 1/V/3 1, przy czym & jest odlegtoscig wzdtuz osi hydrostatycznej, a r odlegtoécia
w ptaszczyznie prostopadtej do osi hydrostatycznej. Po uwzglednieniu zaleznosci r — J,
i £ — I, (patrz réwnanie 4.17) réwnanie 5.6 przyjmuje nastepujacay postaé:
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w  (k—DV3 1 J((k ~1)V3 )2 6k 12 -
g = J— — .
Fo7 k(1= 2v)° " 2k \ 1-2v 1-v)22

Po przeksztatceniach otrzymujemy zaleznosc:
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Rys. 5.4. Krytyczna krzywa w przestrzeni alfq — t. dla obcigzenia opisanego funkcjg Have-
side’a i roznych wartosci amplitud

Inne ksztatty powierzchni zniszczenia sg réwniez dopuszczalne (Chen 1982 oraz Klisinski,
Mréz 1988). Prawy koniec przekroju potudnikowego jest ograniczony & . Jest to war-
tos¢, dla ktérej r = 0. Gdy k = 1, powierzchnia zniszczenia ulega redukcji do HMH. Ozna-

cza to, ze przekrdj potudnikowy r — &£jest w tym przypadku prostg rownolegty do osi &
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Rys. 5.5. Krytyczna krzywa w przestrzeni a}fq — t. dla obcigzenia opisanego funkcja liniowa
i réznych wartosci amplitud
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Rys. 5.6. Krytyczna krzywa w przestrzeni alfq — t. dla obcigzenia opisanego funkcja sinz()
i réznych wartosci amplitud
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Rys. 5.7. Poréwnanie krytycznych krzywych w przestrzeni alfq — t. opisanych réznymi
typami funkcji

Wartos¢ naprezenia niszczagcego dla réznych historii obcigzenia jest okreslona przez dy-
namiczne KKZ. Pierwszg rozwazang funkcjg jest funkcja Heaviside’a, w przypadku ktérej
9 . .o_eq . . T .
wartos¢ naprezen oy ' (t) jest stata. Przedstawiono to na rys. 5.4, gdzie liniami przerywa-
nymi pokazano odpowiednie amplitudy (10, 30, 50, 70, 90 MPa). Dla poréwnania zazna-
czono rowniez linig ciggltg wartos¢ wytrzymatosci quasi-statycznej (4,2 MPa). Zgodnie
zréwnaniem 5.5, czas zniszczenia w przypadku przekroczenia wytrzymatosci quasi-
-statycznej jest okreslony przez kryterium kumulatywne. Dla kazdej amplitudy czas znisz-
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czenia jest inny. Na podstawie danych wyznaczono krzywa krytyczng, charakterystyczna
dla danego typu obcigzenia w przestrzeni a}fq — t. (rys. 5.4). Na rysunkach 5.5 5.6 przed-
stawiono krzywe krytyczne dla dwéch innych typdéw obcigzen. Pierwsze obcigzenie jest
liniowe, drugie zmienia sie sinusoidalnie, zgodnie z funkcja sin’(). SzczegdInie istotny jest
rys. 5.5, gdyz w testach laboratoryjnych przy wyznaczaniu wytrzymatosci dynamicznej be-
tonu (podrozdziat 1.2) zaktada sie staty wzrost naprezen (statg predkos¢ naprezen i od-
ksztatcen). Na rysunkach 5.4 — 5.6 wida¢, ze okreslone przez KKZ dla wyzszych amplitud
czasy zniszczenia mierzone od chwili osiggniecia wytrzymatosci quasi-statycznej sg krotsze.
Jest to stuszne réwniez dla innych dowolnych historii zmian naprezen w betonie obcigzo-
nym dynamicznie. Jednak faktem jest, ze materiat przenosi wieksze naprezenia (obcigze-
nia), gdy dziatajg one krétko. Na rysunku 5.7 poréwnano krzywe krytyczne dla trzech
omawianych wyzej rodzajéw amplitud. Krzywe te wyznaczono dla tych samych parame-
trow konstytutywnych. Krzywa na rys. 5.8 uzyskana na podstawie KKZ dla statej wartosci
predkosci odksztatcen (patrz rys. 5.5) przechodzi przez punkty wyznaczone eksperymen-
talnie (Brara, Klepaczko 2006).

° 60
2 5o [—HK 3‘.
g 40 4 @ Klepaczko .t.
=T 30 —
22 20 /ﬁn/
o 10 ——
§ 0

1 10 100

logarytm predkosci odksztatcenia [1/s]

Rys. 5.8. Poréwnanie dynamicznej wytrzymatosci na rozcigganie uzyskanej w eksperymen-
tach i okreslonej na podstawie KKZ przy zatozeniu statej predkosci odksztatcen

Tab. 5.1. Parametry konstytutywne betonu

E [Pa] 35-10°
v [—] 0,2
p[kg/m3] 2395
k-] 4,03
teo [s] 0,000049
al-] 0,95
0pa [MPa] 4,2-10°

Wyzej analizowano gtéwnie wptyw rdznych historii obcigzenia i parametru k na ksztatt
powierzchni zniszczenia. Teraz nalezy przeanalizowaé wptyw parametrow konstytutyw-
nych, takich jak ogq, @, teo, na ksztatt krzywej krytycznej w przestrzeni op? — t..
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naprezenia krytyczne

0 10 20 30
czas do zniszczenia [us]

Rys. 5.9. Wptyw wytrzymatosci quasi-statycznej a,fg na ksztatt krzywej krytycznej
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naprezenia krytyczne
[MPa]

Rys. 5.10.

naprezenia krytyczne

0 10 20 30
czas do zniszczenia [us]

Wptyw parametru a na ksztatt krzywej krytycznej

0 10 20 30

czas do zniszczenia [us]

Rys. 5.11. Wptyw parametru t, [us] na ksztatt krzywej krytycznej
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Krzywe krytyczne dla réznych wartosci wytrzymatosci quasi-statycznej poréwnano na rys.
5.9. Na tej podstawie mozna wywnioskowa¢, ze dla wiekszych alfg czas do zniszczenia t,
jest dtuzszy. Osiggane naprezenia krytyczne O';q sg rowniez wieksze. Poréwnania dokona-
no tylko dla jednego typu obcigzenia, a mianowicie sin?(). Wptyw zmiany parametru a,
zaleznego od energii pekania zwigzanej z procesem separacji materiatu, przedstawiono na
rys. 5.10. Ogdlnie @ moze by¢ funkcjg temperatury, w szczegdlnosci dla metali, jednak
w prezentowanych badaniach dla betonu zatozono stata wartos¢ z zakresu od 0,45 do
1,45. W tym przypadku mniejsze wartosci a okreslajg dtuzszy czas do zniszczenia ¢, i wiek-
sze wartosci dynamicznej wytrzymatosci UFeq. Ostatnim parametrem konstytutywnym,
jednak bardzo istotnym ze wzgledu na jego interpretacje (krytyczny czas do zniszczenia),
jest t.o. Wptyw t. na dynamiczng wytrzymatos$¢ pokazano na rys. 5.11. Wartosci wszyst-
kich parametréw konstytutywnych wykorzystanych w dynamicznych analizach numerycz-
nych betonu zebrano w tab. 5.1.

5.2.Propagacja fali sprezystej w pretach

W literaturze przedmiotu szeroko rozwazano problem interakcji fal podtuznych w zderza-
jacych sie pretach (Klepaczko 1990; Ross, Thompson, Tedesco 1989 oraz Weerheijma, Van
Doormaalb 2007). Taka analiza jest niezbedna, aby lepiej zrozumie¢ zjawiska zachodzace
w pretach pomiarowych podczas testowania miedzy innymi betonu.

Zderzenie dwédch pretow

Waznym zadaniem w analizie numerycznej jest weryfikacja wymiaréw elementéw w me-
todzie elementéw skonczonych w celu oszacowania btedu rozwigzania. Jest to réwniez
istotne w przypadku modelowania numerycznego uktadéw dynamicznych, takich jak pret
Hopkinsona. Wzajemne oddziatywanie, odbicie i przekazywanie fal naprezenia jest prawi-
dtowo zdefiniowane wtedy, gdy gestos¢ siatki elementéw skonczonych jest wystarczajgco
duza. Dobrym zwyczajem jest poréwnanie wynikdw numerycznych z wynikami analitycz-
nymi, jesli takie istniejg. Nizej przedstawiono szczegétowo rozwigzanie analityczne Skalaka
(1957) dla zderzenia podtuznego dwdéch potnieskoniczonych pretow (rys. 5.12).

Rys. 5.12. Podtuzne zderzenie dwdch pétnieskonczonych pretow (Skalak 1957)
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Ptaski stan odksztatcenia zatozono w kierunku promieniowym oraz przyjeto wiezy zapo-
biegajgce ruchowi poprzecznemu. Dzieki temu uzyskano poétnieskoriczone medium z do-
minujgcym ptaskim stanem odksztatcenia w kierunku radialnym.

Przemieszczenia podczas propagacji fali wzdtuz preta sg okreslone réwnaniem:

—vt, gdy z > ¢yt

u,(z,t) = 5.11

z

——, gdy 0<z<cyt’
Co

gdzie z jest zawsze wieksze od zera (w kazdej chwili) i wyznacza potozenie fali, t jest cza-

sem procesu, a ¢, predkoscig fali sprezystej. Naprezenia w kierunku radialnym, bedace

wynikiem zatozenia ptaskiego stanu odksztatcenia, sg nastepujace:

Adu,
0z’

5.12

T,-(a,z,t) =

gdzie a jest promieniem preta, a A pierwszg statg materiatowg Lamégo.

Druga czes¢ analitycznego rozwigzania dotyczy preta nieskoriczonego, obcigzonego od
strony powierzchni swobodnej. Zapewnia ona wolng od sit boczng powierzchnie obu pét-
nieskonczonych pretéw. Powyzszy problem jest opisany przemieszczeniowym réwnaniem
ruchu:

(142 )6A+2 002 0%u,
Wor ™ 1oz =P a2 513

2 )aA 2ud(rQ)  0%u,’ '
Hoz" 7 “ar  Porz

gdzie u jest drugg stata materiatowg Lamégo, a:
10(ru,) du, 1/0u, du,
AN=— _, Q= — . 5.14
r or +6z 2<8z+6r>

Warunki brzegowe dla powyziszych réownan rdzniczkowych sg okreslone w nastepujgcy
sposob:

o t<z<ct
—, —gqt<z<c
Trly=qa = R(z,t) =3 ¢, s ! v,
0, gdy |z] > ¢yt 5.15

Trzlr:a = 0 "

Petne analityczne rozwigzanie ukfadu réwnan 5.11 — 5.15 znajduje sie w pracy Skalaka.
Ostatecznie rozwigzanie ma postac:

du,
dz

_vr (¢ AD(a)d L A (a)d 1
‘E{fjo (AD(@) a+g+L (A (@) a}, 5.16
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przy czym gérne granice catkowania sg nastepujace:

Z—Cy

~ 33dt

_Z_CO

V3de

Catki Airy’ego, ktére pojawiaja sie w rozwigzaniu Skalaka, majg wartosc:

!

5.17

n

1r® 1
Ad(a) = —J cos <a77+ - 773) dn, 5.18
T J, 3

gdzie 77 jest zmienng, ktéra zanika w rozwigzaniu po scatkowaniu w granicach od 0 do oo.
Analityczne rozwigzanie zostato zakodowane i zaprezentowane w programie Maple. Poka-
zano je dla nastepujacych parametréw: predkosé fali sprezystej ¢, = 4956 m/s, $rednica
preta d = 0,04 m, predkos¢ zderzenia v = 10 m/s. Wartos$¢ predkosci fali sprezystej wy-
nika z przyjecia modutu Younga 70 - 10° Pa i gestosci 2850 kg/m3, czyli danych dla stopu
aluminium. Instrukcje programu Maple dla przekroju oddalonego o 0,25 m od miejsca
zderzenia obu poétnieskoriczonych pretéw, stuzgce do rozwigzania ujetego w réwnaniach
5.11 — 5.15 problemu poczatkowo-brzegowego, przedstawiono w tab. 5.2, podano réw-
niez cztery gtdwne parametry zadania, gorne granice catkowania, interpretacje graficzng
obu catek z réwnania 5.16 oraz znormalizowane wartosci czasu i odksztatcen zastosowane
w 0gdlnym rozwigzaniu Skalaka.

Tab. 5.2. Procedura zakodowana w Maple

Gtéwne dane:
0.2
Co = 4956 U\ 5] st 120 140
z = 0,25
-0.29
d = 0,04 y catka_a’
v =10 b
a' = (z— cot)/(3dt)'/? o8
a" = (—z— cot)/(3dt)'/?

Obliczenie obu catek z réwnania 5.16 i ich wykresy "

oot catka_a
catka_a’ = int(AiryAi(x),x = 0..a") ’
plot(catka_a', t = 40..140) e
catka_a'' = int(AiryAi(x),x = 0..a'") 6]
plot(catka_a'',t = 40..140)

-1 BB

07

40 60 60, 100 120 140
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Tab. 5.3. Procedura zakodowana w Maple c.d.

Obliczenie znormalizowanego odksztatcenia i czasu 12
z rownania 5.16 oraz ich wykresy ]

znorm_odkszt: = —(catka_a’ + catka_a' + 1/3) b e

plot([znorm odkszt, 1], t = 40..140) 05 znorm_odkszt
znorm_czas: = (z — cot)/(dt)/3 04
plot(znorm_czas,t = 40..140) 02l
0y i) 8, 10 130 1i0
o
60 80 t 100 120 140

znorm_czas

[ T T T T U 1

25 -20 -15 -10 -5 0 5
(z=qd / (d)'?

Rys. 5.13. Przewidywana w rozpatrywanym przekroju fala odksztatcenia (Skalak 1957
oraz Jankowiak, Klepaczko, todgowski 2006)

Przewidywang zmienng w czasie warto$¢ znormalizowanego odksztatcenia —(&,¢)/v
w funkcji znormalizowanego czasu (z — cot)/(dt)l/3 przedstawiono na rys. 5.13. Roz-
wigzania numeryczne uzyskane metodg elementéw skonczonych dla siatek elementéw
skonczonych réznej gestosci (0,02 — 0,001 m) sg poréwnane ze sobg i z rozwigzaniem
analitycznym Skalaka dla réznych wartosci (1e® — 2e”) ttumienia. Przewaga metody
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elementdéw skonczonych polega na tym, ze mozna otrzymac prawidtowg propagacije i inte-
rakcje fal na skutek zderzenia pretéw z najogdlniejszej postaci dynamicznego réwnania
ruchu, w ktérej sg uwzglednione skutki nieliniowosci.
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Rys. 5.14. Historia odk
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Rys. 5.15. Numerycznie obliczona historia odksztatcen dla réznych wartosci lepkosci

—(&c)) /v

(z—cot) / (dB)'/3

Rys. 5.16. Poréwnanie wynikéw analitycznych i numerycznych obliczen znormalizowanego
odksztatcenia w funkcji znormalizowanego czasu
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Osiowosymetryczny model numeryczny wraz z warunkami brzegowymi przedstawiono na
rys. 5.12 (Skalak 1957). Przyjeto sprezyste parametry materiatowe stopu aluminium.
W modelu MES po zderzeniu dwdch poétnieskonczonych pretow fala odksztatcen podtuz-
nych jest geometrycznie ttumiona (zmniejszenie amplitudy drgan). Znormalizowana war-
tos¢ odksztatcen —(&,¢c0)/v oscyluje wokot wartosci réwnej jeden, identycznie
jak w rozwigzaniu Skalaka. Widac¢ réwniez wptyw wielkosci elementu skoriczonego na pro-
pagacje fali podtuznej w precie. Dla wielkosci elementu réwnej 0,02 m okres drgan jest
dtuzszy. Wraz ze zmniejszeniem wielkosSci elementéw przebieg zmian znormalizowanych
odksztatcen jest zbiezny. Dla najmniejszych wymiaréow elementdw, czyli 0,001 m i 0,002 m,
oraz parametru ttumienia réwnego 7e® wyniki sg identyczne, co pokazano na rys. 5.14.
Wptyw ttumienia przedstawiono na rys. 5.15. Testy numeryczne z uzyciem réznych warto-
Sci ttumienia wykazaty, ze dla najmniejszej wartosci 1e® wystepujg duze oscylacje od-
ksztatcern podtuznych (rys. 5.15). Jakosciowe i ilosciowe porédwnanie wynikéw (rys. 5.16)
uzyskanych w programie Abaqus/Explicit z analitycznym rozwigzaniem Skalaka pokazuje,
jak wazny jest dobor wielkosci elementéw skonczonych i parametru ttumienia.

5.3. Weryfikacja eksperymentu z pretem Hopkinsona

Pret Hopkinsona odgrywa wazing role w testowaniu dynamicznych wtasciwosci mecha-
nicznych betonu (patrz podrozdziat 1.2). Pierwsza cze$¢ numerycznych obliczen dynamicz-
nych z uwzglednieniem dynamicznego kumulatywnego kryterium zniszczenia (rownanie
5.18) ma na celu weryfikacje eksperymentu z uzyciem preta Hopkinsona (Klepaczko 1990
oraz Brara, Klepaczko 2006). Prezentowane w tym podrozdziale modele numeryczne doty-
cza jednego z mozliwych eksperymentow, rozwinietego w LPMM (Uniwersytet w Metz).
W modelach tych uwzgledniono opisane w podrozdziale 5.1 dynamiczne kryterium znisz-
czenia.

Beton poddany dziataniu szybkich obcigzenn dynamicznych, ktére wywotujg duzg predkosé
odksztatcen, wykazuje przyrost wytrzymatosci zarowno przy rozcigganiu, jak i przy Sciska-
niu. Przyrost wytrzymatosci przy rozcigganiu jest wiekszy, co zostato uwzglednione w nor-
mach (CEB 1987) i opisane w podrozdziale 1.2. W praktyce inzynierskiej czesto sie pomija
przenoszenie przez beton naprezen rozciggajacych. Stosuje sie zbrojenie i ignoruje przy-
rost wytrzymatosci odpowiadajacy wystapieniu znacznych predkosci odksztatcen. Okresle-
nie wytrzymatosci betonu na $ciskanie jest istotne w analizie przebicia konstrukcji (Smith,
Hetherington 1994), gdyz na skutek interakcji fal i ich odbicia od powierzchni swobodne;j
pojawia sie najczesSciej rozciggajaca fala naprezen, ktéra powoduje powstawanie odprysku.
Przeprowadzenie doswiadczenia laboratoryjnego majgcego na celu okreslenie wytrzyma-
tosci betonu na rozcigganie jest trudne nawet dla obcigzenia quasi-statycznego. Dla obcia-
zen dynamicznych okreslenie wytrzymatosci jest trudniejsze i mozliwe tylko na podstawie
analizy zjawisk zachodzacych w prébce betonowej, precie Hopkinsona na skutek uderzenia
pocisku, a mianowicie propagacji i interakcji fal (Brara 1999 oraz Klepaczko 1990). Zasad-
niczg czes¢ przyrzagddw eksperymentalnych stanowi aluminiowy pret dtugosci 1 m o $red-
nicy 0,04 m. Pret ten jest uderzany z jednej strony przez pocisk aluminiowy tej samej Sred-
nicy i dtugosci 0,08 m.
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Analizowana walcowa probka betonowa ma dtugos¢ 0,12 m. Powierzchnie styku preta
aluminiowego i prébki betonowej s3g idealnie dopasowane. Aby jak najlepiej odda¢ me-
chanizm zniszczenia probki betonowej, uwzgledniono wnioski ptynace z podrozdziatu 5.2.
W dalszych analizach numerycznych zastosowano optymalng wielko$¢ elementu skorczo-
nego. Przyjeto osiowosymetryczny model numeryczny (elementy typu CAX4R wielkosci
0,001 m). Aluminiowe czeéci majg modut Younga E = 70-10° Pa, liczbe Poissona
v = 0,28 oraz gestoéé p = 2850 kg/m3. Zatozono liniowo-sprezystg charakterystyke ma-
teriatu, gdyz czesci wykonane z aluminium pracujg w tym zakresie. W odniesieniu do be-
tonu takze zatozono liniowo-sprezystg charakterystyke i kruche zniszczenie zalezne od
predkosci odksztatcen. Wykorzystano kumulatywne kryterium zniszczenia betonu, ktére
zapewnia duzg zgodnosc¢ z eksperymentem (patrz rys. 5.8). Parametry konstytutywne uzy-
te w analizie numerycznej dla czeéci betonowej to modut Younga E = 35 - 10° Pa, liczba
Poissona v = 0,2, gesto$¢ p = 2395 kg/m3, wspétczynnik asymetrii ciskanie — rozcigga-
nie k = 4,03, krytyczny czas t,, = 49 ps, wspoétczynnik zwigzany z energia aktywowanga
podczas pekania o = 0,95 oraz ekwiwalentne naprezenie rozciggajace a,fg =4.2-10°Pa
(patrz tab. 5.1).
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Rys. 5.17. Poréwnanie mechanizméw zniszczenia w prébach numerycznych dla dwéch
predkosci pocisku: 7 m/si 12 m/s
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t=0s

t=001280s t=0.000730=

t=0.003260= t=0.001330s
Rys. 5.18. Poréwnanie mechanizmow zniszczenia w eksperymentalnych prébach dla
dwdch predkosci pocisku: 7 m/si 12 m/s (Brara 1999)

Wyniki przyktadowych analiz numerycznych z uzyciem programu Abaqus/Explicit, weryfi-
kujgcych kryterium zniszczenia betonu, gdy predkosé pocisku wynosita 7 m/s i 12 m/s,
przedstawiono na rys. 5.17. Numeryczne analizy metodg elementéw skornczonych prowa-
dzono az do zniszczenia przez rozerwanie czesci betonowej. Na rysunku 5.17 przedstawio-
no réwniez zmiane w czasie naprezenia podtuznego. Zaobserwowano moment dojscia do
punktu catkowania przy osi symetrii (Crisfield 1991) fali naprezen Sciskajgcych oraz poja-
wienie sie naprezen rozciggajacych po odbiciu od powierzchni swobodne;j.

Zniszczenie betonu w prébach laboratoryjnych i numerycznych nastepuje w wyniku roz-
ciggania, mimo ze poczatkowo prébka betonowa jest $ciskana. Pierwotne Sciskanie jest
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spowodowane uderzeniem w probke preta aluminiowego po jego interakcji falowej z wy-
strzelonym pociskiem. Gdy predkos$é¢ pocisku wynosita 7 m/s, w obliczeniach numerycz-
nych jedno pekniecie pojawiato sie w odlegtosci 55 mm od powierzchni kontaktu. W te-
stach laboratoryjnych pekniecie zaobserwowano w réznych miejscach, jednak zawsze
w strefie sSrodkowej (Brara 1999). Na rysunku 5.18 pokazano préobke betonowg, w ktérej
zniszczenie wystgpito blizej powierzchni swobodnej. Gdy predkos$¢ pocisku byta wieksza,
obserwowano pojawienie sie kilku peknieé. Tutaj zaprezentowano wyniki dla predkosci 12
m/s. Zarowno w eksperymencie laboratoryjnym, jak i numerycznym przy tej predkosci
pojawity sie dwa niezalezne pekniec. Kolejnos¢ i miejsce ich wystgpienia sg zgodne. Pierw-
sze pekniecie wystgpito w odlegtosci 80 mm od powierzchni uderzenia, a drugie okoto 55
mm od powierzchni uderzenia.

5.4. Weryfikacja eksperymentu z ptytg okragta obcigzong eksplozjg
materiatu wybuchowego

Celem drugiego eksperymentu numerycznego byta weryfikacja kumulatywnego kryterium
zniszczenia w tréjosiowym stanie naprezenia (Gatuingt, Pijaudier-Cabot 2002). Badano
ptyte okragta, ktérej geometrie przedstawiono na rys. 5.19. Ptyta byfa obcigzona eksplozja
materiatu wybuchowego C-4 wklejonego w potsferyczny otwor zlokalizowany w jej srodku.
Na obwodzie byta ona swobodnie podparta sztywnym stalowym pierscieniem (rys. 5.19)
stanowigcym wiezy jednostronne, modelowane numerycznie jako kontakt. W ekspery-
mencie laboratoryjnym w wyniku eksplozji powstat sferyczny odprysk. Dodatkowo zareje-
strowano wartosci naprezen w trzech punktach znajdujgcych sie w osi symetrii (P1, P2
oraz P3 narys. 5.19). W momencie powstania odprysku pomiary zostaty przerwane.

20
| 1
| |
; —
Sztywny . Tab. 5.4. Parametry materiatowe C-4
pierscien -
\\ betorowa J— A 5,98 10" Pa
SR P3 piyte B 0,13 10" Pa
g EDheee 1 R 4s
- ".. K - "‘-.,'. 1 ’
P R, 1,5
£ Enmo 5,43 10°)/kg
%)\” I w 0,32
F (materiat H
y wybuchowy) ; Vg 8040 m/s ,
k Po 1601 kg/m

Rys. 5.19. Geometria i warunki brzegowe okra-
gtej ptyty (Gatuingt,Pijaudier-Cabot 2002)
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Zaréwno materiat wybuchowy, jak i ptyte betonowa dyskretyzowano z uzyciem elemen-
téw CAX4R oraz CAX3 o dtugosci charakterystycznej 0,001 m z dominujacy liczbg elemen-
téw pierwszego typu (Hibbitt, Karlsson, Sorensen 2005). Parametry konstytutywne uzyte
w analizie numerycznej czesci betonowej podano w tab. 5.1. Podstawe, na ktérej opiera
sie ptyta, modelowano jako ciato nieskonczenie sztywne. Materiat wybuchowy modelowa-
no z wykorzystaniem réwnania stanu Jonesa-Wilkinsa-Lee (Jankowiak, todygowski, Sielicki
2007), ktére pozwala okresli¢ wartos¢ cisnienia p w punkcie catkowania (Crisfield 1991) w
zaleznosci od aktualnej gestosci p oraz energii wewnetrznej sprowadzonej do jednostko-
wej masy E,,, materiatu wybuchowego:

wp ) ( Po)
“exp|—R;— )+
Ripo tp

p(p, Eno) = A (1~

2 5.19
1) 1)
+B (1— d )-exp(—R2p—°)+iEm0.
R2po p Po
0 4
‘©
&, -3E+08 A
Q
C
Q
' -6E+08 -
© e eksperyment
P1 symulacja
-9E+08
0,0E+00 2,0E-05 4,0E-05 6,0E-05 8,0E-05

czas [s]

Rys. 5.20. Zmiana ci$nienia w czasie wybuchu w trzech punktach w eksperymencie
laboratoryjnym (Gatuingt, Pijaudier-Cabot 2002) i numerycznym

t=42 us . £=55 s .
t=85 Uis . t=95 pis .

Rys. 5.21. Powstawanie odprysku w ptycie okragtej, rozktad cisnienia w wybranych chwi-
lach
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Réwnanie 5.19 opisuje fale cisnienia generowang przez energie chemiczng wybuchu. Pa-
rametry konstytutywne materiatu wybuchowego uzyte w analizie numerycznej przedsta-
wiono w tab. 5.3, gdzie 4, B, Ry, R,, w to state materiatowe, p, jest gestoscig poczatkows,
¢, cieptem wihasciwym, a v, predkoscig spalania materiatu wybuchowego C-4. Po detonacji
w materiale wybuchowym C-4 propaguje sie fala naprezen, ktéra dociera do ptyty beto-
nowej. Sciskajaca kulista fala propaguje sie przez cata gruboéé ptyty, nastepnie odbija sie
od powierzchni swobodnej i powraca jako fala naprezen rozciggajgcych. Po przekroczeniu
wytrzymatosci dynamicznej materiat ulega rozerwaniu i powstaje sferyczny odprysk. Iden-
tyczne zjawiska falowe zachodzg w modelu numerycznym. Dodatkowo podczas ekspery-
mentu laboratoryjnego w ptycie betonowe] powstaje krater. W symulacji to zjawisko nie
wystepuje, gdyz wysokie ujemne cisnienie (tréjosiowe Sciskanie) nie powoduje zniszczenia
w betonie (rys. 5.3). Mimo to wyniki numeryczne i eksperymentalne s3 zgodne. Forma
zniszczenia jest taka sama — pojawia sie odprysk o wymiarze 510 mm. RAwniez historia
zmian naprezen w trzech wybranych punktach jest zgodna, przynajmniej do momentu
zniszczenia aparatury pomiarowej w eksperymencie, co zaprezentowano na rys. 5.20 (Ga-
tuingt, Pijaudier-Cabot 2002). Powstawanie odprysku pokazano dla konkretnych chwil
mierzonych od momentu detonacji tadunku.

5.5. Analiza numeryczna perforacji ptyty betonowej i zelbetowej przez
pocisk

Kolejnym przyktadem uzycia KKZ jest analiza przebicia przez pocisk ptyty betonowej i ptyty
betonowej zbrojonej. Analiza ta jest istotna z punktu widzenia bezpieczenstwa budowli.

T80
LT,

77
L

Rys. 5.22. Widok ptyty zelbetowej i pocisku

Przedstawiono dynamiczng analize numeryczng dwdch struktur betonowych: zbrojonej
podwajng siatkg stalowg oraz niezbrojonej. Rozwazana ptyta jest kwadratowa, a ewentu-
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alne zbrojenie jest modelowane jako dwuweztowe elementy kratowe T3D2 o liniowej
aproksymacji przemieszczen. Beton dyskretyzowano za pomoca elementéw skonczonych
C3D8R (trojwymiarowe, osmioweztowe o zredukowanym catkowaniu i z kontrolg klepsy-
drowania). Ze wzgledu na analize przebicia ptyty betonowej przyjeto 33 640 elementow
sprezystych, potgczonych za pomocg 217 635 elementdw sprezystych, w ktérych zastoso-
wano KKZ. W ptycie zelbetowej zbrojenie wklejono w beton. Ostatnim elementem modelu
numerycznego jest sztywny, stalowy pocisk.

kat padania 0° - 60°

Zbrojenie

Powierzchnia preta 0,0001 m’
Odstep miedzy pretami 0,0434 m
Odstep miedzy zbrojeniem gérnym i dolnym 0,1m
Pocisk

Srednica 0,04 m
Dtugos¢ 0,22 m
Masa 1,88 kg
Predkos¢ 200 m/s

Rys. 5.23. Geometria ptyty betonowej, zbrojenia oraz pocisku

\/, Magnitude V, Magnitude \/, Magnitude

+1,3390+02 13116402 ; +1.0026+02
Tiooactoz | ptyta betonowa iamszeror | plyta zelbetowa +7.512e401
+6.69de-+01 +E E5Ee-+01 +5.008e-+01
+3.347e+01 | 1=0,002 s +3.278e+01 | t=0,002 s +2.5048+01
+0.0006-+00 +0.0006-+00 +0.000e-+00

had

T

.
T
i

e

-

T

Rys. 5.24. Rozktad predkosci w chwili 0,002 s dla kata padania 0° (widok obu ptyt od tytu)

Dtugos¢ boku ptyty kwadratowej wynosi 0,87 m i grubos¢ 0,15 m (rys. 5.22). Zatozono
rowniez, ze odlegtos¢ miedzy pretami zbrojenia (kazdy o powierzchni przekroju 0,0001 m’)
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to 0,0434 m. W ptycie zelbetowej przyjeto dwie warstwy zbrojenia odlegte o 0,1 m. Ptyta
zostata zamocowana na obwodzie. Analizowano kierunek uderzenia pocisku, co przedsta-
wiono na rys. 5.23. Kat natarcia zmieniat sie od 0° do 60°, przy czym 0° oznaczato prosto-
padte przebijanie ptyty przez pocisk. Wymiary i szczegétowg geometrie zewnetrzng poci-
sku przedstawiono na rys. 5.23. We wszystkich analizowanych przypadkach pocisk dtugosci
0,22 mi $rednicy 0,04 m (masa 1,88 kg) penetruje ptyty z predkoscig poczgtkowa 200 m/s.
W modelowaniu przebicia konstrukcji istotne jest prawidtowe modelowanie kontaktu po-
miedzy pociskiem a ptytg betonowg i zbrojeniem. Istotne jest uwzglednienie nie tylko kon-
taktu z zewnetrzng powierzchnig konstrukcji, ale rowniez z wewnetrzng, powstajaca po
zniszczeniu elementéw na powierzchni. Zatozono prawo tarcia Coulomba ze wspodtczynni-
kiem tarcia rownym 0,2. Poczatkowa konfiguracje schematycznie przedstawiono na rys.
5.23.

W, Magnitude W, Magnitude W, Magnitude

s5zz0z | plytabetonowa | [} #1505 | plyta selbetowa | [ 5 35eent
+7.610e+01 t=0,004 s +7.248e+01 t=0,004 s +4.979e+01

+3.805e+01 +3.624e+01 +2.490e+01
+0.000e+00 +0.000e+00 +0.000e+00

e S R E M

Rys. 5.25. Rozktad predkoéci w chwili 0,004 s dla kata padania 0° (widok obu ptyt od tytu)

plyta betonowa
t=0,004 s

plyta zelbetowa
t=0,004 s

W, Magnitude W, Magnitude

+1.045¢402
+7.840e+01
+5.227e+01
+2.613e+01
+0.000e+00

B we ©
W oty

plyta betonowa plyta zelbetowa
1=0,006 5 t=0,006 s

Rys. 5.26. Rozktad predkosci w chwili 0,004 s i 0,006 s dla kata padania 45°
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Rys. 5.27. Zmiana predkosci pocisku podczas przebijania ptyty pod katem 60°

200 -
- -— ptyta betonowa
Q) 150 4 —e— ptyta zelbetowa
S
2100 $aeee 213,265
) ’ --34,622
% ° 5'0\8\0,4587
& 50 4 53976
e '8,1897
®
0 T T T + 1
0 15 30 45 60

kat padania [stopnie]
Rys. 5.28. Predkos¢ resztkowa pocisku

Poréwnano wyniki kilku analiz numerycznych obu typdw ptyt dla réznych katéw padania:
0° 15°, 30° 45°i 60°. Na rysunkach 5.24 i 5.25 przedstawiono rozktady predkosci w dwéch
wybranych chwilach dla obu ptyt i pocisku padajacego pod katem 0°. Dodatkowo przed-
stawiono deformacje zbrojenia ptyty. Resztkowa predkosé¢ pocisku wynosi 118 m/s po
przejsciu przez betonowg ptyte oraz 99 m/s po przejsciu przez ptyte zbrojong (rys. 5.28).

W kolejnym rozwazanym wariancie kat padania pocisku wynosi 45°. Dla tego kata padania
na rys. 5.26 przedstawiono rozktad predkosci w modelu numerycznym dla ptyty bez zbro-
jenia i ze zbrojeniem. W obu przypadkach nastgpito przebicie konstrukcji. Wystgpita zna-
czgca zmiana predkosci izakrzywienie toru pocisku. Przy najwiekszym rozpatrywanym
kacie padania, wynoszacym 60°, pocisk nie przebija ptyt na wylot. Na skutek interakcji po-
cisk — zbrojenie i tarcia pocisku o wewnetrzng powierzchnig kontaktowg dochodzi do od-
bicia pocisku od dolnej powierzchni ptyty. Na rysunku 5.27 przedstawiono zmiane predko-
Sci pocisku dla ptyty ze zbrojeniem i bez zbrojenia. Mimo ze w obu przypadkach rdéznica
predkosci pocisku jest niewielka, jej spadek jest poréwnywalny, to zniszczenie ptyty nie-
zbrojonej jest wieksze. Jednak, jak juz wspomniano, do catkowitego przebicia nie docho-
dzi. Na rysunku 5.28 przedstawiono predkos¢ resztkowg dla wszystkich rozwazanych przy-
padkéw. Réznice miedzy predkosciami resztkowymi sg podobne dla wszystkich katéw pa-
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dania na obie ptyty. To oznacza, ze dla szerokiego zakresu predkosci padania wptyw zbro-
jenia na polepszenie dynamicznej wytrzymatosci ptyty jest podobny.

200
o

~ 150
(S
—
O

‘o 100
o
av4
®

< 50
o

0

0 0,002 0,004 0,006 0,008
czas [s]

U, Magnitude U, Magnitude & U, Magnitude
+7.288e-01 +6.519e-01 +3.6252-01
+5.466e-01 +4.55%e-01 +2.71%92-01

E 43644601 | A E +3.260e-01 B E +lglzeol |~
+1.822e-01 +1.630e-01 +9.064e-02
+0,0008+00 . +0,0006+00 +0.,000&+00

»

Rys. 5.29. Skutki p;d.ania pocisku pod katem 456 w chwi‘li 0,008 s dla: A — ptyty bez
zbrojenia, B — ptyty ze zbrojeniem, C — ptyty ze zbrojeniem zageszczonym oraz wykres
predkosci pocisku

Na rysunku 5.29 pokazano, w jaki sposdb na poprawe dynamicznej nosnosci betonowej
ptyty wptywa jej dozbrojenie. Gdy zbrojenie jest dwa razy gestsze, pocisk padajacy pod
katem 45° nie przebija ptyty, lecz zatrzymuje sie na dolnym zbrojeniu wewnatrz ptyty.






Podsumowanie

Najwazniejsze oryginalne dokonania zaprezentowane w monografii to:

Przedstawienie dwdéch metod losowania struktury betonowej, czyli jednorodnej
i zdeterminowanej, ktére postuzyty do okreslenia gestosci dyskretyzacji i wielkosci
reprezentatywnej objetosci w stosunku do wymiarow najwiekszego kruszywa.
Wykorzystanie homogenizacji numerycznej do znalezienia parametrow konstytutyw-
nych niejednorodnej struktury betonowej, ktére nastepnie zostaty uzyte do obliczen
wybranych konstrukcji betonowych (czteropunktowo zginanych belek z nacieciem
i innych).

Przedstawienie wybranych quasi-statycznych kryteriow zniszczenia z okresleniem
metody identyfikacji parametrow na podstawie wymaganej liczby punktow identyfi-
kacyjnych. Zaprezentowanie zamknietych wzordéw, ktére stuzg do obliczenia parame-
trow konstytutywnych omawianych kryteriéw na podstawie testéw laboratoryjnych.
Zaprezentowanie wszystkich omawianych kryteridw zniszczenia w przekrojach potu-
dnikowym i dewiatorowym. Dzieki temu przedstawiono wptyw kolejnych parame-
tréw na ksztatt powierzchni zniszczenia w obu przekrojach. Zaprezentowano réwniez
ksztatt powierzchni zniszczenia w ptaskim stanie naprezenia, tzn. gdy o3 = 0.
Przedstawienie energetycznej interpretacji wybranych kryteriéw i wptywu energii
odksztatcenia objetosciowego na graniczng warto$¢ energii odksztatcenia postacio-
wego w wybranych kryteriach.

Zaprezentowanie znanej hipotezy Burzynskiego — zmiennej kraricowej energii od-
ksztatcenia objetosciowo-postaciowego — ktdra moze stanowi¢ uogdlnienie niekto-
rych pézniejszych kryteriéw (np. kryterium Mroza).

Szczegbtowe przedstawienie modelu betonu plastycznego ze zniszczeniem wraz
ze szczegbétowym opisem sposobu identyfikacji parametréw konstytutywnych oraz
ich interpretacja.

Uzyskanie wiarygodnych wynikéw obliczet numerycznych zaréwno konstrukcji beto-
nowych, czyli symetrycznie i asymetrycznie czteropunktowo zginanych belek z nacie-
ciem, jak i konstrukcji zespolonej w postaci czteropunktowo zginanego $ciskanego
zespolonego stupa stalowo-betonowego. Wiarygodnosé wynikdw potwierdzono
przez ich odniesienie do eksperymentéw laboratoryjnych.
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e Przedstawienie sposobu uogdlnienia kumulatywnego kryterium zniszczenia na przy-
padek trojwymiarowego stanu naprezenia z uwzglednieniem naprezen ekwiwalent-
nych.

e Szczegdtowe zaprezentowanie wptywu parametrow konstytutywnych na ksztatt po-
wierzchni zniszczenia oraz okre$lenie czasu do zniszczenia dla réznych historii obcig-
zenia.

e Weryfikacja kumulatywnego kryterium zniszczenia na podstawie dwdch laboratoryj-
nych eksperymentéw, w ktorych powstaje odprysk betonu, a mianowicie na podsta-
wie testu z uzyciem preta Hopkinsona oraz okragtej ptyty obcigzonej eksplodujgcym
materiatem wybuchowym.

Dalsze badania bedg poswiecone zastosowaniu kryteridw zniszczenia do oceny bezpie-
czenstwa istniejacych i projektowanych konstrukcji zelbetowych.
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Kryteria zniszczenia betonu przy obcigzeniach
guasi-statycznych i dynamicznych

Streszczenie

W pracy przedstawiono wybrane zagadnienia zwigzane ze zniszczeniem betonu przy ob-
cigzeniach quasi-statycznych i dynamicznych. Punktem wyjscia staty sie quasi-statyczne
mechaniczne wtasciwosci betonu takie jak wytrzymatosé przy jednoosiowym Sciskaniu,
rozcigganiu, w ptaskim stanie naprezenia i przekroju potudnikowym, ktére zostaty skon-
frontowane z dynamiczng wytrzymatoscig betonu w $ciskaniu i rozcigganiu. Kolejnym za-
gadnieniem jest analiza numeryczna mikrostruktury betonu w ptaskim stanie naprezenia.
Zaprezentowano homogenizacje numeryczng, ktéra doprowadzita do okreslenia wtasciwo-
Sci betonu w skali makro (parametry powierzchni zniszczenia Lublinera). Analizowano
rowniez wymiary reprezentatywnej objetosci w stosunku do wymiaréow kruszywa oraz
konieczng jakos¢ dyskretyzacji przestrzennej. Wyprowadzono podstawowe réwnania MES
i sposdb ich rozwigzywania w quasi-statyce oraz w zagadnieniach obcigzen impulsowych.
Jedng z wazniejszych czesci rozprawy jest analiza wybranych kryteridéw zniszczenia, to jest
Hubera-Misesa, Druckera-Pragera, Breslera-Pistera, Mroza, Willama-Wernkego, Podgor-
skiego oraz Burzynskiego. Zaprezentowano miedzy innymi energetyczng interpretacje
wymienionych kryteriéw, ktéra stuzy do ich poréwnania. Przeprowadzono analize zwigzku
konstytutywnego betonu plastycznego ze zniszczeniem wraz z identyfikacjg i interpretacjg
jego parametréow konstytutywnych. Omawiany model betonu zostat uzyty i zweryfikowany
przy opisie materiatu w trzech problemach brzegowych a mianowicie w czteropunktowym
zginaniu (symetrycznym i asymetrycznym) belki betonowej z nacieciem oraz czteropunk-
towym zginaniu $ciskanego stupa zespolonego. Omawiano problem regularyzacji zjawiska
ostabienia betonu, za pomocg energii pekania, ktéra zapobiega patologicznej zaleznosci od
gestosci dyskretyzacji. Druga grupa zagadnien dotyczy dynamicznego zniszczenia betonu.
Zaprezentowano koncepcje multiplikatywnego kryterium zniszczenia oraz kumulatywnego
kryterium zniszczenia. Opisano wptyw parametréw konstytutywnych na okreslenie czasu
do zniszczenia. Zaproponowano metode uogdlnienia kumulatywnego kryterium zniszcze-
nia na przypadek tréjwymiarowy. Zweryfikowano model materiatu sprezystego z kryte-
rium zniszczenia zaleznym od predkosci odksztatcen za pomoca testow laboratoryjnych
z uzyciem preta Hopkinsona i okragtej ptyty betonowej obcigzonej eksplozjg materiatu
wybuchowego. Ostatnia aplikacja stanowi numeryczng weryfikacje wptywu kata padania
pocisku perforujgcego kwadratowg ptyte betonowa i zelbetowa. Przedstawiono istotny dla
projektantéw aspekt projektowania zbrojenia betonu na przebicie pociskiem. Zaprezen-
towano dynamiczne zachowanie ptyty betonowej oraz zelbetowej przebijanej sztywnym
pociskiem.
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Failure criteria for concrete
under quasi-static and dynamic loadings
(extended abstract)

Introduction and motivation

The numerical methods are essential elements in design of structures, particularly for
unique loadings. To predict real behavior of a structure subjected to the unique loadings,
the using of failure criteria for concrete is required. The unique loadings (blast or impact)
are destructive for the whole structure (load capacity decreasing) or for a part of structure
(damage). The simulations of mechanical processes in concrete structures are divided into
two principal types: first it is applied to quasi-static loadings and the second concerns with
the dynamic loadings. The both types of simulations are considered in PhD thesis in de-
tails.

1. Selected properties of concrete

The compressive strength of concrete gives the general information on the quality of inter-
nal microstructure. The real tensile strength is considerably lower than theoretical strength
based on molecular cohesion and surface energy of perfect homogenous body. This real
strength reaches 10.5 GPa (Neville 2000) and mainly depends on the cohesion of aggregates
and hardened cement paste. The tests of concrete strength in plane stress conditions are
also important and discussed in details. In figure 1.1 (page 12) the uniaxial behavior of con-
crete in compression and in tension is presented. The important is also fig. 1.5 (page 15),
where the Kupfer curves for three classes of concrete are shown. The important are also the
methods of concrete behavior testing which are presented in chapter 1.

The strain rate has fundamental influence on the concrete strength (Abrams 1917). The
new experimental results prove these properties (Klepaczko, Brara 2001 and Bischoff, Per-
ry 1991). In figure 1.7 (page 17) the general trend that the dynamic strength of concrete in
compression is significantly growing together with increasing strain rates. The similar phe-
nomena is also true for dynamic tensile strength of concrete and it is presented in fig. 1.9
(page 19). In cases of tension Dynamic Increase Factor (DIF) is even higher than in com-
pression (CIF).

2. The finite element method

The finite element method is used as the basic method for numerical simulations of me-
chanical processes. In all quasi-static simulations, the Newton-Raphson method is used to
find the static equilibrium of the structures. The dynamic simulations are performed using
the explicit integration of equations of motion. The basic equations for both methods are
derived and presented in this part of dissertation.
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3. Micromechanical analysis

The concrete is an example of composite material (Klisinski, Mréz 1988) without the
symptoms of periodicity (Kaminski 2000). In concrete the aggregate fulfils the role of in-
clusions immersed in hardened cement paste (hydrated cement), which is a filling (ma-
trix). The interface surrounds the aggregate immersed in hardened mortar. The typical
intermediate layer has thickness of order 10-30 pm (Neville 2000). The elements which
increase the heterogeneity are the air voids, which occur in small quantity about 2% of the
volume. The homogenization describes the behavior of the concrete in macro scale based
on known properties in micro scale.

The two methods of sampling were introduced: a uniform distribution sampling and a de-
termined distribution sampling. Both methods were used to describe the size of the Rep-
resentative Volume Element (RVE) in comparison with the largest aggregate size and the
mesh density used for RVE. The idea of random sampling and distribution of phase is pre-
sented in fig. 3.10 (page 44). The figure presents the typical concrete and the two distribu-
tions, which takes advantage of both methods of sampling.

The shape of the failure surface of RVE in plane stress conditions with stochastic distri-
buted fractions is analyzed. The constitutive parameters of fractions are presented in Tab.
3.3 (page 45) and the failure surfaces for two methods of sampling are plotted in fig. 3.11
(page 45).

4. Quasi-static failure criteria

The strength of concrete depends on the stress state, which exists in material (proportion
between tension, compression and shear). It should take into consideration the interac-
tion of constituents of stress tensor. In the dissertation the selected failure criteria are
presented in details (Bresler, Pister 1958; Klisinski, Mréz 1988; Chen 1982; Lubliner, Oliver,
Oller, Ofiate 1989 oraz Podgodrski 1984). The Figs A1-A3 present the selected criteria in the
plane stress conditions, in the meridian plane and in the energy space W, — W,. There are
also marked the green-square signs, which represent the identification points.

The description of concrete damage plasticity model with identification and interpretation
of constitutive parameters is also contained in this chapter. The proper description of con-
crete failure is important, particularly in advanced state of deformations. In the concrete,
the softening of material appears as a result of existing micro-cracks evolution. This ef-
fects, on the ground of continuum mechanics is called damage, that the stiffness matrix of
the system is not positively defined. This problem appears in concrete during tension,
while proceed the localization of deformation phenomena. From the mathematical point
of view, the type of governing equations changes (from elliptical to hyperbolic) and the
problem loses its well-posedness. In consequence, the solution depends on the discretia-
tion in pathological way (Pietruszczak, Mrdz, 1981). This problem can be regularized by
different methods.

The several numerical examples were computed. First, the symmetric four point bend-
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ing of the concrete notched beam with different lengths of notch is studied. The numer-
ical results are compared and verified by known experiments. These results are in good
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Fig. A.3 Energetic comparison of failure criteria
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agreement. The second example is asymmetric four points bending of the concrete
notched beam. The influence of the cracking energy on the capacity and post-critical be-
havior of the concrete beam and the mesh sensitivity of the numerical results for fixed
numerical parameters are analyzed. The last numerical example focus on the analysis of
the four points bending of the compressive composite steel-concrete column. The results
are compared with experiment. The influences of shrinkage in concrete and welding
stresses in steel profiles are taken into account.

5. Dynamic failure criteria

The second important set of problems considers dynamic failure of concrete. The ideas of
multiplicative failure criterion and cumulative failure criterion (CFD) are shown. The CFD
describes influence of constitutive parameters on the definition of time up to failure. The
method of generalization of this criterion to three-dimensional cases is also proposed. The
verification of the elastic material model with the strain rate dependent failure criterion
that based on two tests (spalling of concrete specimen in Hopkinson pressure bar and cir-
cular concrete slab subjected to TNT explosion) is carefully discussed. The last application
describes numerically the dynamic behavior of concrete and reinforced concrete slab per-
forated by projectiles. The influence of incidence angle of the rigid projectile on energy
absorption stored in the impacted and perforated slab is studied. The important aspect of
the design of reinforcement of concrete against the perforation is discussed.

Summary

The import achievements included in the dissertation are:

¢ The presentation of two methods of sampling of the concrete structures (uniform and
determined) which are used for description of the density discretization and the size of
representative volume element in comparison with the dimensions of the largest ag-
gregate

¢ The using of numerical homogenization for description of constitutive parameters of
heterogeneous concrete structure, which then are used in computations of selected
concrete structures (concrete beams and others)

e The presentation of selected quasi-static failure criteria and the method of identifica-
tion of constitutive parameters based on required number of identification points

¢ The presentation of all failure criteria in cuts: meridian, deviatoric and in plane stress
conditions. The influence of following parameters is shown

¢ The energetic interpretation of discussed criteria is shown. The influence of volume
change strain energy on the strain energy of distortion is presented in comparison with
the idea of Burzynski (1928)

¢ The concrete damage plasticity model was presented in details with description and
interpretation of the parameters

¢ The reliable results were obtained for concrete structure and for composite concrete-
steel column. Those results were confirm experimentally
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e The presentation of generalization of the cumulative fracture criterion to the three
dimensional case based on equivalent stress measure and the discussion of constitu-
tive parameters influence on the description of the time to failure

e The presentation of reliable dynamic results for cumulative fracture criterion (spalling
process in concrete specimen in SPHB and in circular slab loaded by explosion of TNT)

The future work will focus on using the failure criteria to safety assessment of existing and

designed concrete structures.






