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Wprowadzenie 
 

Ze względu na ciągłe zmiany warunków polityczno-społecznych, które 
są źródłem zarówno nowych wyzwań, jak i zagrożeń, także w obszarze rozwią-
zań inżynierskich, również nowoczesne konstrukcje budowlane muszą spełniać
rosnące wymagania techniczne (Łodygowski, Garstecki 2012). Szczególną uwa-
gę należy zwrócić na kwestie bezpieczeństwa budynków oraz ludzi. Z uwagi na 
bezpieczeństwo ludzi projektanci budynków, zarówno cywilnych, jak i militar-
nych, muszą uwzględniać szczególne okoliczności, jakie mogą zaistnieć przede 
wszystkim w fazie ich eksploatacji. Potencjalne zagrożenia są związane ze zda-
rzeniami losowymi, ale też z zamierzonymi atakami, które mają na celu znisz-
czenie budowli wraz z przebywającymi w nich ludźmi. Występujące w takich 
sytuacjach olbrzymie obciążenia mogą prowadzić do uszkodzenia budynków, 
a nawet do ich ostatecznego zniszczenia. Bezpieczeństwo budowli zapewnia się
przez udoskonalenie ich konstrukcji pod względem przenoszenia obciążeń eks-
tremalnych, takich jak wybuchy czy uderzenia pociskiem (Łodygowski, Gar-
stecki 2012, Łodygowski, Jankowiak, Sielicki 2011, Mazurkiewicz, Małachow-
ski, Baranowski 2015 oraz Sielicki 2013). Wytrzymałość konstrukcji zależy
z kolei od właściwości materiałów, z których są wykonane. 

W nowoczesnym budownictwie i inżynierii stosuje się różne materiały 
konstrukcyjne i wykończeniowe, których właściwości decydują o zachowaniu 
struktury w sytuacjach ekstremalnych, na przykład podczas uderzenia w elewa-
cję fali spowodowanej wybuchem. Najważniejszą rolę odgrywają jednak ich 
właściwości dynamiczne. Celem tej pracy jest zwrócenie uwagi czytelników na 
różnorodne wyzwania związane z określaniem dynamicznych właściwości mate-
riałów oraz na specyfikę wykonywania testów dynamicznych. Na kilku konkret-
nych przykładach testów eksperymentalnych autor zamierza wykazać, w jaki 
sposób należy odczytywać ich wyniki, w czym bardzo często są pomocne reali-
styczne symulacje komputerowe (Łodygowski 2010), które pomagają zrozumieć
przeprowadzony eksperyment. Głównym zagadnieniem omawianym w książce 
jest konieczność sprzężenia obu metod, to znaczy metody eksperymentalnej 
i symulacji komputerowej, w celu uzyskania najbardziej rzetelnych wyników. 

Książka zawiera systematyczny opis wybranych metod eksperymental-
nych stosowanych powszechnie w laboratoriach ze szczególnym uwzględnie-
niem tych czynników, które nie powinny być pominięte podczas takich testów. 
Oczywiście nie sposób omówić w jednej publikacji wszystkich znanych metod 
eksperymentalnych. Dlatego autor skupia się na tych, które były przedmiotem 
jego działalności naukowej na Wydziale Budownictwa i Inżynierii Środowiska 
Politechniki Poznańskiej w Instytucie Konstrukcji Budowlanych. Przedmiotowe 
testy mogą stanowić podstawę badań materiałów konstrukcyjnych, które mają na 
celu poznanie ich zachowania dynamicznego. W ramach projektów badawczych 
i grantów (nr OR00 009712 oraz UOD-DEM-1-203/001) autor zapoznał się ze 
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sposobem prowadzenia niektórych badań eksperymentalnych ze szczególnym 
uwzględnieniem testów dynamicznych. Dzięki tej działalności naukowej zbu-
dowano laboratorium do badań dynamicznych właściwości materiałów, w któ-
rym mieści się np. pręt Hopkinsona do badania dynamicznego ściskania różnych 
materiałów, między innymi metali, wyposażony w działo gazowe służące do 
rozpędzania pocisków o średnicy 22 mm. Innym stanowiskiem badawczym jest 
działo gazowe dużej mocy, które może posłużyć do przyspieszania pocisków 
o różnych średnicach (6 mm, 12 mm i 18 mm) do znacznej maksymalnej pręd-
kości, zależnej od ich masy – nawet do 600 m/s. Działo to, o maksymalnym 
możliwym ciśnieniu wystrzału równym 100 barów, może być wykorzystane 
zarówno w testach balistycznych, jak i w teście Taylora. Wspomniane laborato-
rium, które wciąż jest modyfikowane i rozbudowywane (powstają nowe stano-
wiska badawcze), może posłużyć do określania dynamicznych właściwości ma-
teriałów konstrukcyjnych. Właściwości te są następnie wykorzystywane do sy-
mulacji zachowania całych konstrukcji pod wpływem obciążeń dynamicznych. 
Badania prezentowane w monografii prowadzono we współpracy z różnymi 
ośrodkami badawczymi, w szczególności z Paul Verlaine University, ENIM oraz 
University of Lorraine (Metz, Francja). Zapoczątkowana przez Profesora Toma-
sza Łodygowskiego (Politechnika Poznańska) wieloletnia współpraca z nieżyją-
cym już Profesorem Januszem Klepaczką (IPPT oraz Paul Verlaine University), 
kontynuowana przez Profesora Alexisa Rusinka oraz autora tej książki, dopro-
wadziła do ulepszenia zarówno technik eksperymentalnych, jak i symulacji 
komputerowych oraz zaowocowała wieloma wspólnymi publikacjami nauko-
wymi. 

Autor nie ma na celu przedstawienia wszystkich możliwych ekspery-
mentów dynamicznych. Czytelnik zainteresowany poznaniem historii dyna-
micznych badań eksperymentalnych właściwości materiałów może sięgnąć do 
przedmiotowej literatury (np. Chen, Song 2011, Field i in. 2001 oraz Klepaczko 
1971). Ciekawe jest, że już w 1807 roku Young (1807) pierwszy pisał o tym, że 
właściwości materiałów są różne w warunkach statycznych i dynamicznych. Od 
XIX wieku wielu autorów zajmowało się tą problematyką, jednak na skutek 
braku niezbędnego oprzyrządowania początkowo nie było możliwe udowodnie-
nie tego zjawiska. Przyjmuje się, że J. Hopkinson w 1872 roku pierwszy przed-
stawił eksperyment, na którego podstawie wykazał, że metal obciążony impul-
sowo ma większą wytrzymałość niż w warunkach statycznych, innymi słowy, 
może przenosić obciążenia większe od wykazanych w testach statycznych (Field 
i in. 2001). Od tego momentu powstało wiele modyfikacji prętów, znanych 
w literaturze jako pręty Hopkinsona. Służą one do badania właściwości dyna-
micznych różnych materiałów, zarówno ciągliwych, jak i kruchych, podczas 
rozciągania, ściskania, skręcania i ścinania (Chen, Song 2011). 

Tematem pierwszego rozdziału tej pracy są różne aspekty dynamicznego 
ściskania z użyciem pręta Hopkinsona. Omówiono w nim istotne zjawiska zwią-
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zane z tarciem, występujące podczas takiego testu. Tarcia nie można określić
precyzyjnie, jednak ma ono istotny wpływ na wyniki badań. Ponadto zaprezen-
towano efekty dyspersji geometrycznej, bezwładności próbki oraz zniekształce-
nia powierzchni kontaktu podczas uderzenia pręta w próbkę, poddano analizie 
wpływ kształtu pocisku na tak zwany czas narastania fali oraz dodatkowo przed-
stawiono możliwość wykonywania testów ściskania dynamicznego, gdy testo-
wany materiał występuje w postaci arkuszy o zbyt małej grubości, aby wyciąć
z nich próbkę o optymalnych wymiarach (próbka warstwowa).  

W drugim rozdziale, dotyczącym specyfiki testu Taylora, omówiono 
problemy, które mogą wystąpić podczas jego wykonywania. Najważniejsze jest 
zastosowanie odpowiednich równań analitycznych w celu określenia rzeczywi-
stych wyników testu Taylora, czyli poziomu naprężenia i odkształcenia oraz 
prędkości odkształcenia. Zaprezentowano dostępne w literaturze równania 
i przedstawiono wyniki otrzymane z ich zastosowaniem. Analizę uzupełniono 
symulacjami komputerowymi, które również potwierdzają wyniki eksperymen-
talne. Dodatkowo dokonano eksperymentalno-numerycznej analizy mechanizmu 
zniszczenia próbki podczas testu. 

Trzeci rozdział dotyczy testów balistycznych. Omówiono w nim sposób 
ich wykonywania z jednoczesnym wykorzystaniem metod eksperymentalnych 
i symulacji komputerowych. Przedstawiono modele konstytutywne, które stosuje 
się w symulacjach, wraz z kryterium zniszczenia uwzględniającym złożoność
tensora naprężenia mierzoną z wykorzystaniem współczynnika trójosiowości. 
W analizie uwzględniono różne kształty pocisków. Wykazano, że ilość energii 
pochłanianej przez konstrukcję podczas uderzenia zależy od kształtu krzywej 
w przestrzeni określonej przez prędkość początkową i prędkość rezydualną. 
Przeanalizowano również trudności związane z pomiarem siły uderzenia oraz 
czasu zniszczenia z wykorzystaniem obu metod badawczych. Ponadto określono 
wpływ kształtu pocisku na mechanizm zniszczenia ze szczególnym uwzględnie-
niem pocisku z frontem o kształcie stożkowym. 

W czwartym rozdziale opisano eksperyment dynamicznego rozciągania 
szkła za pomocą pręta Hopkinsona. Wykazano również, jak ważne jest wzajem-
ne sprzężenie eksperymentów laboratoryjnych oraz symulacji komputerowych 
uzupełnionych rozwiązaniami analitycznymi. Takie podejście prowadzi do okre-
ślenia rzeczywistej dynamicznej wytrzymałości szkła i umożliwia wykrycie 
nieścisłości zarówno w trakcie eksperymentów, jak i symulacji.  

W piątym rozdziale omówiono badania dynamicznego współczynnika 
tarcia. W symulacjach komputerowych tarcie dynamiczne bardzo często jest 
przyjmowane arbitralnie. W przypadku testów dynamicznych prawo tarcia ma 
niejednokrotnie istotne znaczenie przy weryfikacji wyników badań eksperymen-
talnych. Spośród wielu metod określania współczynnika tarcia przedstawiono 
jedną, opartą na zastosowaniu specjalnego trybometru, który umożliwia 
uwzględnienie dużych wartości ciśnienia i prędkości poślizgu podczas kontaktu. 
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Omówiono metodę polegającą na wykorzystaniu zjawisk falowych w celu okre-
ślenia występujących wówczas siły normalnej i siły tarcia. Zaproponowano zop-
tymalizowaną metodę umożliwiającą dokładniejsze niż z wykorzystaniem meto-
dy oryginalnej określenie wartości współczynnika tarcia. 

W zakończeniu sformułowano główne wnioski z prezentowanych badań
eksperymentalno-numerycznych. 

Książkę napisano w celu podsumowania badań eksperymentalnych 
i numerycznych prowadzonych w latach 2011-2016 oraz wykazania, że symula-
cje procesów dynamicznych powinny zwykle być wykonywane równolegle 
z pracami eksperymentalnymi. Przedstawiono w niej taki sposób wykorzystania 
obu metod, który zapewni z jednej strony poprawę jakości symulacji kompute-
rowych, a z drugiej – optymalizację eksperymentów. 

 Praca jest skierowana do osób zainteresowanych badaniem dynamicz-
nych właściwości materiałów, do praktyków podejmujących wyzwania związa-
ne z bezpieczeństwem konstrukcji oraz do studentów studiów magisterskich 
i doktoranckich, którzy zamierzają prowadzić badania dynamiczne oraz ich rea-
listyczne symulacje. 



1. Ściskanie dynamiczne z użyciem pręta Hopkinsona 

Jednym z powszechnie stosowanych w laboratoriach na całym świecie 
testów dynamicznych jest dynamiczne ściskanie z użyciem pręta Hopkinsona 
(Baranowski, Janiszewski, Małachowski 2014, Bazle, Sergey, John 2004, 
Davies 1948, Gray 2000, Janiszewski 2012, Jankowiak, Rusinek, Łodygowski 
2011, Kolsky 1949, Kruszka, Nowacki 1996, Malinowski, Kowalewski, Kruszka 
2007, Małachowski i in. 2014, Moćko, Kowalewski 2011, Moćko i in. 2012 oraz 
Zhong i in. 2015). W teście tym można uzyskiwać duże wartości prędkości od-
kształcenia podczas ściskania – w zakresie od 500 1/s do 10 000 1 s⁄ . Ogólnie, 
aby uzyskać duże wartości prędkości deformacji, należy zastosować krótkie 
próbki i możliwie dużą prędkość uderzenia. Test dynamicznego ściskania z uży-
ciem pręta Hopkinsona przedstawiono schematycznie na rys. 1.1.  

 

Rys. 1.1. Schemat pręta Hopkinsona stosowanego w teście dynamicznego ściskania 

W literaturze urządzenie to jest nazywane również prętem Kolsky’ego 
(Kolsky 1949). Badacz ten pierwszy przedstawił procedurę uzyskiwania krzywej 
naprężenie–odkształcenie na podstawie omawianego testu. Jego eksperymenty 
charakteryzowały się tym, że falę inicjującą wywoływano w nich eksplozją ma-
teriału wybuchowego. Było to przyczyną niewielkiej powtarzalności wyników.  
W pierwszych eksperymentach prowadzonych przez Kolsky’ego fale naprężenia 
w prętach pomiarowych mierzono za pomocą mikrofonów pojemnościowych 
(Chen, Song 2011). Dopiero Krafft, Sullivan i Tipper (1954) zastosowali w tym 
celu tensometry, co od tego czasu stało się standardem. Ponadto do wywołania 
trapezowej fali w pręcie inicjującym zamiast materiału wybuchowego stosowali 
pocisk (Krafft, Sullivan, Tipper 1954). Hauser, Simmons i Dorn (1961) w celu 
wywołania fali inicjującej o stałej amplitudzie wykorzystywali dodatkowo gene-
rator prędkości Hyge (Chen, Song 2011, Hauser 1966 oraz Hauser, Simmons, 
Dorn 1961). W 1964 roku Lindholm zaprojektował stanowisko badawcze, 
uwzględniając przy tym wcześniejsze obserwacje dotyczące wykorzystania pręta 
Hopkinsona podczas ściskania dynamicznego (Lindholm 1964). Od tego czasu 
powstało kilka wersji omawianego stanowiska badawczego, w tym również
zmodyfikowany pręt Hopkinsona skonstruowany przez Klepaczkę (1971), 
a służący do wyznaczania krzywej naprężenie–odkształcenie przy ściskaniu oraz 
przy skręcaniu. Pręt Hopkinsona był stosowany również w celu określenia dy-

;  ;  
;  
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namicznego zachowania materiałów kruchych (jak szkło czy beton) lub mięk-
kich (jak PMMA, guma, polimery czy pianka)  podczas ściskania (Akopov i in. 
2003, Chen, Song 2011 oraz Li, Meng 2003). Powstało również kilka konfigura-
cji służących do badania materiałów ciągliwych podczas rozciągania dynamicz-
nego (Chen, Song 2011 oraz Field i in. 2001). 

Dzięki urządzeniu przedstawionemu na rys. 1.1 istnieje możliwość okre-
ślenia wrażliwości testowanego materiału zarówno na prędkość deformacji, jak 
i na temperaturę. To ostatnie jest możliwe po zastosowaniu odpowiedniej komo-
ry termicznej, w której izoluje się próbkę od otoczenia zarówno przed testem, 
jak i podczas jego trwania. Możliwe jest również użycie szybkiej kamery ter-
mowizyjnej w celu rejestracji zmian temperatury w ściskanej próbce. Aby uzy-
skać rzetelne wyniki (czyli dokładnie określić wrażliwość na temperaturę), nale-
ży przede wszystkim utrzymać wymaganą temperaturę początkową (Deng i in. 
2008 oraz Kajberg, Sundin 2013).  

W celu uzyskania krzywej naprężenie–odkształcenie (tzw. krzywej true, 
krzywej rzeczywistej) w teście statycznym korzysta się ze zmierzonych wartości 
siły i przemieszczenia, które początkowo służą do obliczenia naprężenia i od-
kształcenia nominalnego. W teście ściskania dynamicznego naprężenie i od-
kształcenie nominalne określa się na podstawie analizy zjawisk falowych 
w prętach. Należy mieć na uwadze, że uderzenie jednego pręta o drugi wywołuje 
w obu prętach falę naprężenia. Na podstawie pomiaru odkształcenia w odpo-
wiednich miejscach na prętach inicjującym i odbierającym można określić ter-
miczno-lepkoplastyczne zachowanie materiału , ,  (Kolsky 1949). 

Kiedy pocisk o określonej długości i średnicy oraz wykonany z materia-
łu o określonej gęstości uderza w pręt inicjujący z prędkością , wywołuje 
w nim falę naprężenia σ. Fala ta porusza się wzdłuż pręta inicjującego z pręd-
kością . Prędkość podłużnej fali sprężystej można obliczyć, znając moduł 
Younga  i gęstość  materiału pręta inicjującego:  =  ⁄ . 

Średnia wartość naprężenia w pręcie inicjującym σ jest wprost propor-
cjonalna do prędkości pocisku :  =  2⁄ , a odkształcenie w pręcie 
inicjującym  =  ⁄ . Kiedy fala dociera do końca pręta inicjującego , , 
jedna jej część jest odbijana , , a druga przenika przez próbkę do pręta 
odbierającego ,  (patrz rys. 1.1 oraz 1.2a). 

Omawiane zjawiska falowe przedstawiono na rys. 1.2a. Punkty pomia-
rowe znajdują się na środkach obu prętów. W dalszych obliczeniach wykorzy-
stuje się sygnały przesunięte w czasie, co ułatwia między innymi sprawdzenie 
równowagi sił (rys. 1.2b) (Jankowiak, Rusinek, Łodygowski 2011). 
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a) b) 
Rys. 1.2. Impulsy sprężyste w prętach; a) fala inicjująca , fala odbita  i fala transmi-

towana  dla prędkości pocisku  = 10 m/s, b) fale po przesunięciu w czasie 

Znając trzy fale: inicjującą , odbitą  i transmitowaną , 
można obliczyć wartość średniego nominalnego odkształcenia  w badanej 
próbce na podstawie równania:  

 =  ξ − ξ − ξ
 ξ. (1.1)

Wartość odkształcenia nominalnego  można też określić na podsta-
wie pomiaru wzajemnych przemieszczeń obu końców próbki ∆. Znając 
długość początkową próbki , oblicza się wartość średniego nominalnego od-
kształcenia  za pomocą zależności: 

 = ∆ . (1.2)

Takie pomiary są możliwe np. z użyciem szybkiej kamery, która z dużą
częstotliwością rejestruje obraz próbki podczas testu. 
 Jak już wspomniano, ważne jest sprawdzenie równowagi sił między 
prętami inicjującym  i odbierającym ; w tym celu stosuje się
następujące równanie: 

 =  +  =                 . (1.3)
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W równaniu (1.3)  jest polem przekroju prętów inicjującego i odbiera-
jącego (założono identyczne przekroje obu prętów). Od długości próbki  zależy 
szybkość uzyskania równowagi sił w prętach. Z tego względu długość próbki 
powinna być niewielka (kilka milimetrów). Dodatkowo, gdy próbka jest krótka, 
można uzyskać większą prędkość odkształcenia. Jednak w tym przypadku można 
zauważyć istotny wzrost wpływu tarcia na uzyskiwane wyniki. W dalszej części 
niniejszego rozdziału przedstawiono rozwiązanie tego problemu. 

Znając historie zmian sił na obu końcach badanej próbki, można określić
występujące w niej średnie naprężenie: 


  =  + 2            

 =  +  + 2
 , (1.4)

gdzie  jest jej przekrojem poprzecznym. Prędkość odkształcenia oblicza się
przez całkowanie po czasie równania (1.1). Dodatkowo, gdy równowaga sił 
w prętach inicjującym i odbierającym jest zachowana, wówczas prawdziwe jest 
założenie: 

 +  = . (1.5)

Zatem w przypadku zachowania równowagi sił wartości naprężenia , odkształcenia  oraz prędkości odkształcenia  są obliczane na pod-
stawie następujących równań: 

 =  φ
φ  ||, (1.6a)

 = 2 |ξ|ξ
 , (1.6b)

 = 2 ||. (1.6c)

Po obliczeniu średniej wartości prędkości odkształcenia  można 
określić termiczno-lepkoplastyczne zachowanie materiału , , .  

W tym rozdziale zostaną przedstawione najważniejsze problemy, jakie 
należy uwzględnić podczas testu dynamicznego ściskania z użyciem pręta Hop-
kinsona, aby uzyskać rzetelne wyniki (Jankowiak, Rusinek, Łodygowski 2011). 
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Opisywane trudności mogą się pojawić zarówno na etapie projektowania ekspe-
rymentu, jak i na etapie analizy wyników.

Podstawowymi czynnikami, które mają wpływ na wynik testu dyna-
micznego ściskania, są: tarcie, bezwładność próbki, zniekształcenie końców 
prętów podczas uderzenia w próbkę (ang. punching effect), dyspersja geome-
tryczna, kształt strefy kontaktu pocisk–pręt inicjujący oraz warstwowa budowa 
próbki. Prezentowane wnioski wynikają z analizy literatury przedmiotu (Avitzur 
1964, Bell 1973, Couque i in. 2001, Dharan, Hauser 1970, Kuhn, Medlin 2000, 
Lichtenberger i in. 1999, Moćko, Kowalewski 2011, Rusinek, Klepaczko 2003, 
Rusinek i in. 2008, Szolc, Kowalewski 2014) oraz własnych prac (Jankowiak, 
Klepaczko, Łodygowski 2006, Jankowiak, Rusinek, Łodygowski 2011, Kii i in.  
2014 oraz Zhong i in. 2015). Aby przedstawić wpływ wymienionych czynników 
na wyniki testu, niezbędne jest sprzężenie dwóch technik: eksperymentalnej oraz 
numerycznej. Zapewni to poprawę dokładności analizowanych wyników ekspe-
rymentalnych uzyskanych z użyciem pręta Hopkinsona. 

Wymienione powyżej czynniki, związane z geometrią próbki i prętów 
pomiarowych oraz z warunkami brzegowymi, podczas testu dynamicznego ści-
skania są przyczyną istotnych zakłóceń pomiarów, a w konsekwencji niedokład-
ności wyników (Jankowiak, Rusinek, Łodygowski 2011, Zhong i in. 2015). 
Przykład niech stanowią testy na próbkach z czystej miedzi, wykonane i opisane 
przez wielu badaczy (Alexander, Beyerlein 2005, Bhattacharyya, Rittel, Ravi-
chandran 2005, Nemat-Nasser, Ni, Okinaka 1998 oraz Rittel, Ravichandran, Lee 
2002). W publikacjach tych wskazuje się różne poziomy naprężenia płynięcia 
w próbkach z czystej miedzi, przy czym różnice między nimi wynoszą 76 MPa, 95 MPa i 122 MPa przy naprężeniu płynięcia wynoszącym ok. 300 MPa (patrz 
rys. 1.3a). Na rysunku 1.3b przedstawiono wpływ prędkości odkształcenia na 
poziom naprężenia podczas ściskania dynamicznego. Porównano na nim wyniki 
własnych testów, przeprowadzonych w 2011 r. (Jankowiak, Rusinek, Łodygow-
ski 2011), oraz prezentowanych w literaturze testów z uwzględnieniem dwóch 
poziomów odkształcenia (0,1 i 0,5). Mimo że we wszystkich przypadkach te-
stowanym materiałem była czysta miedź, uzyskano zdecydowanie różne wyniki. 
Różnice te stanowią błędy, które nie mogą zostać pominięte. Pełna analiza przy-
czyn tych błędów zostanie przeprowadzona ze szczególnym uwzględnieniem 
przypadku ściskania dynamicznego. 

Powyższe wyniki testów wykonanych na próbkach z czystej miedzi 
w symulacjach komputerowych muszą być stosowane ze szczególną ostrożno-
ścią. Również symulacje dynamiczne, w których dochodzi do dużych deformacji 
i znacznych prędkości odkształcenia w szerokim zakresie temperatury, mogą
stanowić trudność, gdyż zmienność danych jest wówczas jeszcze większa. 
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a) b) 
Rys. 1.3. Zachowanie czystej miedzi podczas ściskania (ang. oxygen free high conductivity 

(OFHC) copper); a) ściskanie quasi-statyczne, b) wrażliwość na prędkość odkształcenia 

A zatem, pomimo że różni autorzy stosowali ten sam materiał, uzyskali 
różne wyniki ściskania zarówno dynamicznego, jak i quasi-statycznego. Jest to 
spowodowane tym, że w eksperymentach bierze się pod uwagę różne warunki, 
co dotyczy szczególnie geometrii i warunków brzegowych. W tej monografii 
zostanie zaprezentowana pełna procedura testowania materiałów podczas ści-
skania statycznego i dynamicznego. Dzięki temu wyniki badań eksperymental-
nych są niezależne od warunków przyjętych podczas testu, co pozwoli w dalszej 
kolejności wyprowadzić wiarygodne prawo konstytutywne i przeprowadzić rea-
listyczne symulacje. W tym celu niezbędne jest sprzężenie metod eksperymen-
talnych i symulacji komputerowych. 

1.1. Tarcie między próbką a prętami pomiarowymi 

Pierwszym omawianym czynnikiem jest wpływ tarcia, analizowany 
wcześniej przez Klepaczkę (Klepaczko 2007, Klepaczko, Malinowski 1977). Tar-
cie zachodzące między próbką a tarczami ściskającymi (badania quasi-statyczne) 
lub między próbką a prętami pomiarowymi (badania dynamiczne) wprowadza do 
systemu dodatkową energię, która zwiększa ogólnie poziom siły ściskającej 
i powoduje zmianę krzywej naprężenie–odkształcenie. 

Model Klepaczki-Malinowskiego umożliwia korekcję krzywej napręże-
nie–odkształcenie z uwzględnieniem wpływu współczynnika kształtu próbki  =  φ⁄  na wzrost naprężenia podczas ściskania spowodowany przez tarcie 
(Jankowiak, Rusinek, Łodygowski 2011, Klepaczko, Malinowski 1977). W ta-
kim przypadku zmierzone wartości naprężenia można wyrazić następująco: 

 =  + ∆. (1.7)
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W równaniu (1.7)  jest naprężeniem w materiale, a ∆ jest wzro-
stem naprężenia spowodowanym przez tarcie. A zatem naprężenie w materiale 
można określić z uwzględnieniem tarcia za pomocą następującej zależności: 

 =  − ∆ =  −  3 φ  =  1 − 3. (1.8)

W wyniku podzielenia równania (1.8) przez  oraz po wprowadze-
niu oznaczenia  jako stosunku naprężenia w materiale do wartości zmierzo-
nych  ⁄  równanie (1.8) przybiera formę: 

 = 1 − 3. (1.9)

Wartość współczynnika  jest zależna od wartości współczynnika tarcia . Oczywiście im większy jest współczynnik tarcia , tym bardziej maleje 
współczynnik , co oznacza, że zmierzone wartości naprężenia różnią się od 
naprężenia występującego w materiale. Założono, że średnica próbki φ jest 
stała, natomiast zmienia się jej wysokość , co wpływa na zmianę współczyn-
nika . Na rysunku 1.4 przedstawiono zależności między współczynnikami 
oraz  dla czterech wybranych wartości współczynnika kształtu  z zakresu od 0,375 do 1,25.  

Rys. 1.4. Wpływ współczynnika tarcia  na wartość współczynnika   
dla czterech wartości współczynnika kształtu próbki 

Im mniejsza jest długość próbki  przy stałej średnicy φ, tym większy 
jest wpływ tarcia, co oznacza spadek wartości współczynnika  (patrz rys. 1.4). 
Model Klepaczki-Malinowskiego, wykorzystywany do korekcji tarcia, zostanie 
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poniżej sprawdzony z uwzględnieniem przypadku dynamicznego. Na rysunku 
1.5a przedstawiono, jak kształtują się wyniki testów quasi-statycznych dla różnych 
wymiarów próbek: 12 mm × 10 mm, 7,5 mm × 4 mm oraz 7,5 mm × 6 mm
(średnica × długość). Widać wyraźnie, że odczytane poziomy naprężenia różnią
się o 18 MPa. Po korekcji uwzględniającej wpływ tarcia, zależny od współczyn-
nika kształtu , wyniki uzyskane dla różnych wymiarów próbek są zbliżone 
(patrz rys. 1.5b). 

a)  b) 
Rys. 1.5. Porównanie wyników testów ściskania trzech próbek z czystej miedzi  

o różnych wymiarach; a) bez korekcji tarcia, b) z korekcją tarcia 

Analizy wpływu tarcia podczas ściskania dynamicznego dokonano 
z wykorzystaniem symulacji komputerowych, ponieważ w tym przypadku ist-
nieje możliwość założenia wybranej wartości współczynnika tarcia i sprawdze-
nia jej wpływu na wzrost naprężenia. W tym celu utworzono model numeryczny 
uwzględniający pocisk, pręty pomiarowe oraz próbkę. Jednak zarówno podczas 
weryfikacji symulacji komputerowych, jak i w trakcie rzeczywistych ekspery-
mentów laboratoryjnych powinno się wykonywać obliczenia wstępne, aby na tej 
podstawie wykazać, czy wyniki korespondują z rezultatami zastosowania 
uproszczonego modelu analitycznego, opartego na teorii propagacji fal sprężys-
tych w prętach. 

Jak już wspomniano, podstawowymi elementami systemu pomiarowego, 
służącymi następnie do określenia dynamicznego zachowania materiału w teście 
ściskania dynamicznego z użyciem pręta Hopkinsona, są pocisk, pręt inicjujący, 
pręt odbierający oraz testowana próbka, znajdująca się podczas testu między 
tymi prętami. W omawianym przypadku (próbka z czystej miedzi) stosowano 
pręty stalowe o długości 1,5 m i średnicy φ = 0,018 m. Pocisk miał tę samą
średnicę i długość  = 0,3 m. Moduł Younga stali, z której wykonane były 
pręty i pocisk,  = 210 000 MPa, a jej gęstość  = 7800 kg/m. Pocisk 
uderzał w pręt inicjujący z prędkością początkową  = 10 m/s. W prezento-
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wanych poniżej obliczeniach uproszczonych średnica próbki φ = 0,008 m, a jej 
długość  = 0,004 m. Przy założeniu, że naprężenie płynięcia w próbce  =300 MPa, możliwe było przeprowadzenie uproszczonych (analitycznych) obli-
czeń fal zarówno w pręcie inicjującym, jak i odbierającym (patrz tab. 1.1).   

Tabela 1.1. Uproszczone równania wykorzystane do obliczeń wstępnych 

Wielkość określana Równanie Numer 

Prędkość fali sprężystej w prętach:  =   (1.10) 

Naprężenie i odkształcenie fali inicjującej: σ = 2 ;   =  (1.11) 

Naprężenie i odkształcenie fali transmitowanej: σ =  φ
φ ;    =  (1.12) 

Naprężenie i odkształcenie fali odbitej: σ = σ − σ;     =  (1.13) 

Długość impulsu: ∆ = 2 (1.14) 

Globalna prędkość odkształcenia:  = 2  (1.15) 

Globalne odkształcenie:  = ∆ (1.16) 

Zastosowanie zależności podanych w tab. 1.1 umożliwiło oszacowanie 
wyników i zapewniło uzyskanie w symulacjach komputerowych powtarzalnych 
rezultatów, zawsze podlegających kontroli. W tabeli 1.2 przedstawiono wyniki 
uzyskane z użyciem równań (1.10)–(1.16). 

Tabela 1.2. Wyniki uzyskane z uwzględnieniem właściwości i geometrii  
badanego układu z zastosowaniem równań (1.10)–(1.16) (tab. 1.1)  σ   σ  5188,74 m/s 202,36 MPa 963,62 μm/m 59,25 MPa 282,18 μm/m 

(1.10) (1.11) (1.12) 

σ   ∆  143,10 MPa 681,43 μm/m 115,63 μs 1767,90 1/s 0,20 
(1.13) (1.14) (1.15) (1.16) 
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Taka uproszczona analiza powinna poprzedzać zarówno rzeczywiste te-
sty laboratoryjne, jak i symulacje komputerowe zjawisk zachodzących w prętach 
podczas ściskania dynamicznego. Aby pokazać wpływ tarcia na uzyskane wyni-
ki (na krzywą naprężenie–odkształcenie), należało wykorzystać pełen model 
komputerowy, uwzględniający wszystkie omawiane zjawiska. Model pręta Hop-
kinsona zawierał, tak jak stanowisko eksperymentalne, cztery podstawowe ele-
menty: pocisk, pręt inicjujący, pręt odbierający oraz próbkę. Wymiary oraz wła-
ściwości sprężyste elementów systemu zostały przedstawione powyżej (analiza 
uproszczona). Jednak istotna różnica polegała na tym, że w symulacjach zasto-
sowano w przypadku czystej miedzi model uwzględniający wyniki badań quasi- 
-statycznych zaprezentowanych na rys. 1.3 i 1.5. Parametry modelu materiału 
przyjętego w symulacjach komputerowych skalibrowano na podstawie testów 
eksperymentalnych na próbkach z czystej miedzi o granicy plastyczności  ≈ 300 MPa i o niewielkim wzmocnieniu odkształceniowym. W prezen-
towanych symulacjach komputerowych zastosowano funkcję wzmocnienia 
Johnsona-Cooka (JC), uwzględniającą termiczno-lepkoplastyczne zachowanie 
czystej miedzi (Johnson, Cook 1983 oraz Johnson, Cook 1985) zgodnie z równa-
niem: 

, ,  =  +  1 +  ln   1 −   −  − . (1.17)

Przyrost temperatury podczas dynamicznego ściskania adiabatycznego 
zdefiniowano w postaci równania:  

∆ =    .
 (1.18)

Na rysunku 1.6a przedstawiono zmiany poziomu naprężenia rzeczywi-
stego dla odkształcenia równego 0,1 i różnych prędkości odkształcenia. Porów-
nano wyniki eksperymentalne (punkty) z uzyskanymi na podstawie modelu JC 
(linia czerwona) po wyznaczeniu jego parametrów. Procedurę wyznaczania pa-
rametrów modeli konstytutywnych przedstawiono między innymi w pracy 
(Moćko, Kowalewski 2012). Do ich identyfikacji na podstawie optymalizacji 
metodą najmniejszych kwadratów wykorzystano również wyniki testów ściskania 
quasi-statycznego przy prędkości odkształcenia równej 0,0001 1/ (patrz rys. 1.6b) 
(Jankowiak, Rusinek, Łodygowski 2011). 
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a)  b) 

Rys. 1.6. Porównanie wyników eksperymentalnych z uzyskanymi za pomocą modelu JC; 
a) wpływ prędkości odkształcenia na naprężenie rzeczywiste podczas ściskania próbek 
z czystej miedzi, b)  krzywa naprężenie–odkształcenie rzeczywiste dla ściskania quasi- 

-statycznego przy prędkości odkształcenia równej 0,0001 1/
Stałe materiałowe czystej miedzi zastosowane w symulacjach komputero-

wych przedstawiono w tab. 1.3. 

Tabela 1.3. Stałe materiałowe dla modelu Johnsona-Cooka      310 MPa 37,35 MPa 0,88 0,0129 0,0001 1/s 1,632      297 K 1600 K 0,9 8960 kg ∙ m 450 J ∙ kg ∙ K 120 000 MPa 
Z wykorzystaniem programu Abaqus/Explicit, w którym równania ruchu 

są rozwiązywane za pomocą jawnej metody całkowania, uzyskano rozwiązanie 
omawianego problemu. Na skutek uderzenia pocisku w prętach propagowała się
fala sprężysta oraz dochodziło do wzajemnej interakcji czterech elementów sys-
temu. Podczas eksperymentu i podczas obliczeń fale sprężyste mierzono w tych 
samych punktach. Wizualizację propagacji fal w systemie pomiarowym zapre-
zentowano na rys. 1.7. Przedstawiono na nim zmiany zachodzące w systemie 
w trzech chwilach czasowych, tzn. 270 μs, 300 μs i 540 μs po uderzeniu poci-
sku w pręt inicjujący. Na rysunku 1.7a widać, jak fala inicjująca dociera do 
próbki, która jeszcze nie jest obciążona, co przejawia się zerowymi odkształce-
niami plastycznymi. Na rysunku 1.7b fala inicjująca dochodzi do próbki. W tym 
momencie zaczyna się proces jej dynamicznego ściskania, co jest widoczne jako 
powiększające się trwałe odkształcenie plastyczne zredukowane wg hipotezy 

, ,  =  +  1 +  ln   

Dla stałych z tab. 1.3 
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Hubera-Misesa (PEEQ) (Łodygowski 1996). Następnie fala przemieszcza do pręta 
odbierającego, a jej część jest odbijana i powraca jako fala rozciągająca. W dal-
szym ciągu fale propagują się wzdłuż prętów, a próbka jest odciążana. Dochodzi 
do utraty kontaktu między elementami systemu i energia całkowita na skutek 
tłumienia maleje do zera. Z punktu widzenia eksperymentu najistotniejsze jest 
pierwsze przejście fali. Na podstawie pomiaru odkształcenia sprężystego w obu 
prętach i z zastosowaniem równania (1.6) uzyskuje się wartości naprężenia, 
odkształcenia i prędkości odkształcenia. 

Rys. 1.7. Wyniki symulacji komputerowej propagacji fal w prętach podczas testowania 
próbki z czystej miedzi; a) dotarcie fali inicjującej do próbki, b) utworzenie się fal  

odbitej i transmitowanej, c) powrót fali odbitej 

W modelu numerycznym założono zachowanie materiału zgodne z mo-
delem wzmocnienia JC i parametrami materiałowymi podanymi w tab. 1.3. 
A zatem na podstawie różnic między wartościami zmierzonymi i założonymi 
można było określić wpływ systemu pomiarowego na uzyskane wyniki.  

Próbka 

Pręt inicjujący 

Pręt odbierający 

Pocisk 

Próbka 
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W kolejnym kroku tych rozważań zostanie zaprezentowany wpływ tar-
cia na przebieg zmian zarówno w przypadku fali transmitowanej, jak i odbitej. 
Jak wynika z równania (1.6), na podstawie fali transmitowanej oblicza się po-
ziom naprężenia w próbce, a na podstawie fali odbitej oblicza się odkształcenie 
i prędkość odkształcenia. Na rysunkach 1.8a i 1.8b przedstawiono różnicę mię-
dzy amplitudami fal, odpowiednio, transmitowanej i odbitej dla dwóch wartości 
współczynnika tarcia: 0 oraz 0,5. Jak widać, warunki tarcia miały wpływ szcze-
gólnie na amplitudę fali transmitowanej (rys. 1.8a). Ta różnica wpływa na okre-
ślane zachowanie materiału, tzn. na krzywą naprężenie–odkształcenie dla kon-
kretnej wartości prędkości odkształcenia.  

a) b) 
Rys. 1.8. Wpływ tarcia na amplitudę fali: a) transmitowanej, b) odbitej dla prędkości  

pocisku 10 m/s 

Na podstawie sygnałów fal transmitowanej i odbitej uzyskanych w wy-
niku symulacji komputerowej i z uwzględnieniem prawa konstytutywnego okre-
ślonego równaniami (1.17)–(1.18) oraz parametrów materiałowych przedsta-
wionych w tab. 1.3 wyznaczono przebieg zmian prędkości odkształcenia, a także 
krzywą naprężenie–odkształcenie (patrz rys. 1.9). Należy zwrócić uwagę, że dla 
µ = 0 uzyskano w symulacji komputerowej wynik (krzywą naprężenie–
odkształcenie) identyczny z założonym w modelu materiału (patrz rys. 1.9b). 
W przypadku prezentowanym w tym rozdziale obliczenia wykonano dla prędkości 
pocisku równej 10 m/s, w wyniku czego wyznaczono średnią prędkość odkształ-
cenia równą 1500 1/s. Na rysunku 1.9a widać ponadto, jak zmieniała się global-
na prędkość odkształcenia (linia niebieska) w symulacji komputerowej. 

Dla współczynników tarcia większych niż 0 zaobserwowano różnicę
między wartościami naprężenia zmierzonymi na podstawie fal sprężystych 
w prętach inicjującym i odbierającym a wartością założoną w modelu. W miarę
wzrostu współczynnika tarcia zwiększała się różnica między wartościami przy-
jętymi w modelu a wynikami symulacji. Gdy współczynnik tarcia był równy 0,1, różnica ta wynosiła ok. 25 MPa, a gdy był równy 0,2, zwiększała się do ok. 
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 50 MPa. Dopiero zastosowanie korekcji współczynnika tarcia doprowadziło do 
uzyskania rezultatów zgodnych z zadanym modelem JC (patrz czarne krzywe na 
rys. 1.10a i b). 

a) b) 
Rys. 1.9. Prędkość odkształcenia (a) oraz naprężenie rzeczywiste (b) dla prędkości poci-

sku 10 m/s i współczynnika tarcia  = 0 (symulacja komputerowa) 

a)  b) 
Rys. 1.10. Naprężenia rzeczywiste dla dwóch wartości współczynnika tarcia: 

a) µ = 0,1  i  b)   µ = 0,2 (symulacja komputerowa) 

Kolejnym analizowanym czynnikiem był współczynnik kształtu próbki , mający wpływ na przyrost naprężenia wywołany tarciem. Na rysunku 1.11
pokazano weryfikację numeryczną modelu Klepaczki-Malinowskiego, stosowa-
nego powszechnie w celu korekcji efektu tarcia. Przyjęto trzy długości próbki 
(8 mm, 4 mm i 2,4 mm) oraz średnicę próbki równą 8 mm.  
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a) b) 

c)  
Rys. 1.11. Porównanie wyników symulacji komputerowych i wartości przyjętych w mode-

lu Klepaczki-Malinowskiego dla różnych wartości współczynnika kształtu próbki   
(opis w tekście) 

Na podstawie testu dynamicznego ściskania z użyciem pręta Hopkinso-
na wykazano, że im mniejsza była długość próbki, tym większy był przyrost 
naprężenia. Zakres stosowalności modelu również się zwiększył (zielone pole na 
rys. 1.11a i b). W przypadku bardzo krótkich próbek, o długości 2,4 mm (rys. 
1.11c), widać ponadto, że już dla małych współczynników tarcia wartości naprę-
żenia przyjęte w modelu Klepaczki-Malinowskiego różnią się od wyników sy-
mulacji komputerowej, a dla µ = 0,3 błąd osiągnął nawet 50 MPa. Bezpośrednią
przyczyną takiego stanu rzeczy była silna lokalizacja odkształcenia plastycznego 
w krótkich próbkach i szybki wzrost wzmocnienia odkształceniowego. Zatem 
używanie tak krótkich próbek wydaje się błędne mimo osiągania dużej prędko-
ści odkształcenia, ponieważ prowadzi to do dużych błędów przy określaniu po-
ziomu naprężenia. 

Omówione powyżej zjawiska są istotne nie tylko w przypadku testów 
dynamicznych, ale i quasi-statycznych. Zatem sugeruje się, aby w przypadku 
testów ściskania określić, jaki założono współczynnik tarcia (jest on zawsze 
większy od 0 mimo zastosowania substancji smarujących). Dodatkowo należa-

× 

× 

× 
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łoby podawać wymiary próbki zastosowanej w badaniach. Może to być pomoc-
ne w określeniu rzeczywistego zachowania testowanego materiału. 

1.2. Bezwładność próbki 

Kolejnym czynnikiem, który musi być brany pod uwagę podczas testu 
ściskania dynamicznego, jest bezwładność próbki (Jankowiak, Rusinek, Łody-
gowski 2011, Klepaczko, Malinowski 1977 oraz Moćko, Kowalewski 2011). 
Podobnie jak w przypadku tarcia, także w tym przypadku zastosowano równania 
(1.7) i (1.8), rozszerzone o element związany z bezwładnością. W modelu Kle-
paczki-Malinowskiego uwzględnia się oprócz wzrostu wartości naprężenia 
związanego z tarciem również wzrost naprężenia wywołany bezwładnością
próbki w kierunkach podłużnym i promieniowym zgodnie z zależnością: 

 =  + ∆ + ∆. (1.19)

W równaniu (1.19) ∆ jest przyrostem naprężenia spowodowanym 
bezwładnością próbki, który można określić w następujący sposób: 

∆ = 112 φ  − 316  +  − 364 φ. (1.20)

Okazało się, że przy założeniu, iż w równaniu (1.20)  → 0 (przyspie-
szenie odkształcenia), przyrost naprężenia związany z bezwładnością był mały 
w porównaniu z efektem tarcia. Takie założenie przyjęto na podstawie wyników 
wcześniejszych symulacji komputerowych. Omawiana czysta miedź nie wyka-
zuje dużego wzmocnienia odkształceniowego podczas pojawiania się odkształ-
cenia plastycznego. Na rysunku 1.12 przedstawiono wpływ współczynnika 
kształtu próbki  na przyrost naprężenia ∆. W krótkiej próbce o współczyn-
niku kształtu  = 0,5 wzrost naprężenia ∆ < 0,3 MPa przy prędkości od-
kształcenia rzędu 10 1/s. W opisywanych badaniach próbek z czystej miedzi 
określono maksymalną prędkość odkształcenia równą 4800 1/s. Przyrost naprę-
żenia wynosił wtedy 0,07 MPa (rys. 1.12).  

Aby określić wpływ przyspieszenia odkształcenia  ≠ 0 na przyrost na-
prężenia, przeanalizowano zmianę prędkości odkształcenia w symulacji kompu-
terowej, przedstawioną wcześniej na rys. 1.9a. 

Równanie (1.20) rozłożono na dwa człony, zależne od  (prędkość od-
kształcenia) i od  (przyspieszenie odkształcenia), które obliczono z wykorzy-
staniem zależności przedstawionej na rys. 1.9a. Na tej podstawie na rys. 1.13 
porównano przyrosty naprężenia ∆  i ∆   spowodowane prędkością (rys. 
1.13a) i przyspieszeniem (rys. 1.13b) odkształcenia. Widać wyraźnie, że dla 
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Rys. 1.12. Przyrost naprężenia ∆  spowodowany efektami bezwładności w próbkach 
o różnej geometrii 

prędkości odkształcenia równej około 1500 1/s, którą uzyskano dla prędkości 
pocisku  = 10 m/s, przyrosty naprężenia ∆  i ∆   były niewielkie. Naj-
większy wpływ prędkości odkształcenia  zaobserwowano w przypadku małych 
wartości odkształcenia, rzędu od 0 do 0,08, kiedy to przyrost naprężenia ∆
osiągał maksimum, równe około 4 MPa. Wpływ przyspieszenia odkształcenia 
na przyrost naprężenia ∆   również był niewielki. Jak widać na rys. 1.13b, był 
on większy w przypadku małego odkształcenia (< 0,01), a następnie malał, 
w miarę jak odkształcenie się powiększało. 

a) b)  
Rys. 1.13. Wpływ: a) prędkości odkształcenia oraz b) przyspieszenia odkształcenia  

na przyrost naprężenia ∆
Jak wynika z powyższej analizy, rzeczywisty wpływ bezwładności 

próbki jest dużo mniejszy niż wpływ tarcia, który należy uznać za istotny i nie-
pomijalny. Szczególnie w przypadku eksperymentów quasi-statycznych można 

Wpływ Wpływ 

: 

≈ 
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zamiast pełnego modelu Klepaczki-Malinowskiego (równanie 1.20) stosować
model uproszczony (równanie 1.8), zaproponowany również przez Daviesa 
i Huntera (Davies, Hunter 1963). 

1.3. Zniekształcenie końców prętów podczas uderzenia w próbkę

Podczas analizy wyników testu ściskania dynamicznego należy również
brać pod uwagę zniekształcenie końców prętów podczas uderzenia w próbkę
(ang. punching effect) (Jankowiak, Rusinek, Łodygowski 2011, Safa, Gary 
2010), powodujące błędne określenie jej odkształcenia. Na rysunku 1.14 przed-
stawiono zniekształcenie pręta inicjującego przy uderzeniu w próbkę. Ta defor-
macja ma charakter sprężysty, ale towarzyszy jej przemieszczenie , , któ-
re musi być uwzględnione przy określaniu zmiany długości próbki i jej odkształ-
cenia. Eksperymentalne wyznaczenie odległości  jest trudne, więc zastosowa-
no  w tym celu analizę numeryczną.  

Rys. 1.14. Schemat zniekształcenia końca pręta inicjującego  
podczas uderzenia w próbkę

Poniżej zostanie przeanalizowany wpływ przemieszczenia  na średnie 
odkształcenie próbki . Aktualną długość próbki  podczas testu można 
określić równaniem: 

 =  − || − 2 = 0, . (1.21)

W równaniu tym  jest przemieszczeniem końca pręta obliczo-
nym z wykorzystaniem teorii fal sprężystych. Dodatkowo pojawia się również
przemieszczenie  = 0, . Jego wartość zależy od geometrii próbki i średni-
cy prętów inicjującego i odbierającego, ale również od granicy plastyczności 
badanego materiału (Jankowiak, Rusinek, Łodygowski 2011, Wang, Meyer 
2010). Zgodnie z rekomendacjami znanymi z literatury, aby zminimalizować
zniekształcenie prętów, podczas testu powinna być spełniona następująca nie-
równość: 

    dla   . (1.22)

Pręt inicjujący Próbka 

 
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W nierówności (1.22)  jest modułem Younga próbki,  jest 
granicą sprężystości próbki, a  jest makroskopową prędkością odkształce-
nia próbki. Na rysunku 1.15 przedstawiono zmiany przemieszczenia  (mak-
symalne zniekształcenie końców prętów) w zależności od prędkości pocisków. 
Jest pewne, że im większa jest prędkość pocisku , tym bardziej zwiększa się
zniekształcenie prętów . Dodatkowo widoczna jest tendencja polegająca na 
tym, że im mniejszy jest współczynnik kształtu  (im krótsza jest próbka), tym 
bardziej zwiększa się efekt zniekształcenia końców prętów. Należy jednak zau-
ważyć, że efekt zniekształcenia nie jest duży. Przy założeniu, że testowany ma-
teriał charakteryzuje się granicą sprężystości  ≈ 300 MPa dla zakresu prędko-
ści pocisku  stosowanych w testach dynamicznego ściskania, maksymalne 
zniekształcenie prętów jest równe 18 μm. Jest to równoznaczne z błędem od-
kształcenia równym 0,007 przy założeniu, że próbka ma długość  = 4 mm. 

Rys. 1.15. Maksymalne przemieszczenie (zniekształcenie) końców prętów   
w zależności od prędkości pocisku dla różnych kształtów próbek 

Zmierzona w teście wartość modułu Younga  jest mniejsza od 
wartości teoretycznej . Po zastosowaniu zależności: 
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  =  −   −   (1.23)

możliwa jest korekcja sztywności testowanego materiału, która w przypadku 
materiałów ciągliwych nie jest znaczna, jednak ma wpływ na zmiany zachodzą-
ce w materiałach kruchych, które nierzadko ulegają zniszczeniu przy odkształ-
ceniu nieprzekraczającym 1% (Jankowiak, Rusinek, Łodygowski 2011). 

1.4. Dyspersja geometryczna 

Wyniki testu ściskania dynamicznego zależą również od dyspersji geo-
metrycznej fal podłużnych podczas ich propagacji wzdłuż prętów pomiarowych 
(Davies 1948). Efekt dyspersji pojawia się zarówno w pręcie inicjującym, jak 
i odbierającym. Jest on związany z różną prędkością propagacji fal o różnej czę-
stotliwości, a w przypadku omawianego eksperymentu ma związek głównie ze 
średnicą pręta φ. Zjawisko to wpływa na tłumione oscylacje fal podłużnych 
oraz na czas narastania fali (ang. rising time). Problem dyspersji fal został 
szczegółowo przeanalizowany w pracy (Jankowiak, Rusinek, Łodygowski 
2011). Wcześniejsze prace, prowadzone przez Skalaka (1957), zostały przedsta-
wione w artykule (Jankowiak, Klepaczko, Łodygowski 2006). Skalak zapropo-
nował rozwiązanie analityczne propagacji fal podłużnych i promieniowych 
w dwóch półnieskończonych prętach uderzających o siebie czołowo. Określił on 
występujące wówczas odkształcenia podłużne  i promieniowe , które mogą
zostać obliczone w dowolnym miejscu pręta w każdej chwili czasowej. Rozwią-
zanie to może być z powodzeniem zastosowane w przypadku prętów pomiaro-
wych o długości większej niż 60φ. W niniejszej analizie wzięto pod uwagę
głównie odkształcenia podłużne, które mogą być obliczone za pomocą następu-
jącego wzoru:

,  = ,  =  16 +   + 16 +  ,,


,
 . (1.24)

W równaniu (1.24) funkcje Airy’ego zdefiniowano w postaci całek: 

 = 1π  cos η + 13η
 η , (1.25)

których górne granice określono jako:  

 =  − 3φ i  = − − 3φ . (1.26)
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W równaniach (1.24)–(1.26)  jest współrzędną mierzoną od miejsca 
zderzenia obu prętów, a φ jest średnicą prętów. Z kolei współczynnik Poissona 
prętów oznaczono jako . Promieniowe przemieszczenie ,  jest proporcjo-
nalne do początkowej średnicy prętów i wprowadza wibracje ich powierzchni. 
Objawia się to zaburzeniem fali podłużnej przez wygasające oscylacje odkształ-
cenia podłużnego (patrz rys. 1.16).  

Rys. 1.16. Porównanie rozwiązania Skalaka i linii uzyskanej na podstawie  
teorii elementarnej 

Na rysunku 1.16 krzywa ilustrująca rozwiązanie Skalaka jest porównana 
z linią uzyskaną na podstawie teorii elementarnej propagacji fal sprężystych 
w prętach (tab. 1.1). Po osiągnięciu wartości znormalizowanego odkształcenia 
równej 1, co następuje po czasie narastania fali (ang. rising time), intensywność
fali oscyluje wokół tej wartości i nigdy nie ulega stłumieniu. W analitycznym 
rozwiązaniu Skalaka decyduje o tym druga całka Airy’ego, w której efekt tłu-
mienia jest mocno ograniczony w porównaniu z pierwszą całką. 

Czas narastania fali odkształcenia w pręcie podczas zderzenia podłużnego 
jest zależny od średnicy pręta (Wang, Meyer 2010). W dotychczasowych bada-
niach brano pod uwagę pręty o różnych średnicach i wykonane z różnych materia-
łów oraz uwzględniono pełen zakres prędkości pocisku stosowany podczas dyna-
micznego ściskania (Jankowiak, Rusinek, Łodygowski 2011). Okazało się, że czas 
narastania fali odkształcenia można oszacować na podstawie następującego rów-
nania (Jankowiak, Rusinek, Łodygowski 2011, Wang, Meyer 2010): 

 = 150 mm 
φ = 18 mm 

 −  3φ ⁄⁄

  
 ⁄  
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  ≈ ̅kształt pociskuφ         dla         ̅ ≈ 2,5. (1.27)

W przypadku konfiguracji stosowanej w eksperymentach omawianych 
w tym rozdziale (pociski płasko zakończone, ̅ ≈ 2,5) czas narastania fali od-
kształcenia  ≈ 9 . W przypadku pocisków o innych kształtach ̅kształt pocisku ≠ 2,5. Na rysunku 1.17 pokazano rozwiązanie Skalaka dla 
różnych średnic prętów. Jak widać, im mniejsza jest średnica pręta, tym większa 
jest częstotliwość oscylacji. Zależność ta ma szczególnie znaczenie w przypadku 
testowania materiałów kruchych, które często pękają właśnie w czasie pierwszego 
maksimum, kiedy trudno jest określić wytrzymałość materiału. Właśnie 
w badaniach materiałów kruchych powinno się stosować pręty o małej średnicy, 
co jest często niemożliwe w przypadku materiałów silnie niejednorodnych (np. 
betonu).  

Rys. 1.17. Rozwiązanie Skalaka dla różnych średnic prętów φ 5 mm, 18 mm i 40 mm
Należy zwrócić uwagę na to, że rozwiązanie Skalaka dotyczy zderzenia 

dwóch prętów półnieskończonych. W omawianym eksperymencie pocisk o skoń-
czonej długości uderzał w pręt inicjujący. Można więc było określić zależność
stosunku prędkości fazowej  do prędkości fali sprężystej  od długości fali Λ
wywołanej przez uderzenie pocisku; w tym celu zastosowano następujące równa-
nie (Klepaczko 2007, Skalak 1957):  

dla  = 150 mm

φ = 18 mm 
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 = 1 − π 
Λ

. (1.28)

Interpretacja graficzna zależności (1.28) została zaprezentowana na rys. 
1.18 dla trzech przykładowych promieni prętów pomiarowych: 5 mm, 18 mm
i 40 mm. Widać wyraźnie, że gdy stosuje się fale o długości Λ ≥ 100 mm (pro-
porcjonalnie do długości pocisku), efekt dyspersji jest pomijalny, a wartość
współczynnika  ⁄  dąży do 1. 

Aby zminimalizować efekt dyspersji, należy tak dobrać średnicę prętów 
pomiarowych, aby częstotliwość oscylacji w teście dynamicznego ściskania 
mieściła się w zakresie od 450 kHz do 900 kHz. Ten warunek jest spełniony, 
gdy średnice prętów wynoszą od 10 mm do 20 mm. Powszechnie stosowana 
średnica prętów (równa 18 mm) mieści się w tym zakresie. 

Rys. 1.18. Wpływ długości fali Λ na stosunek prędkości fazowej  do prędkości fali 
sprężystej  dla trzech przykładowych promieni prętów (5 mm, 18 mm i 40 mm) 

1.5. Kształt strefy kontaktu pocisk–pręt inicjujący 

W tym podrozdziale zostanie przedstawiony wpływ zaokrąglenia frontu 
pocisku na dyspersję geometryczną fal w prętach inicjującym oraz odbierają-
cym. Jak wykazano w podrozdziale 1.4, w przypadku zastosowania prętów pła-
skich zachodzi zjawisko dyspersji geometrycznej. Wskazano w nim ponadto, 
jakie parametry mają wpływ na czas narastania fali odkształcenia podczas zde-
rzenia prętów. Dyspersję geometryczną można zmniejszyć przez zastosowanie 
pocisku o zaokrąglonym froncie. W opisanej poniżej symulacji komputerowej 
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uwzględniono zakres promieni zaokrąglenia frontu pocisku od 67, 8 mm do 405,05 mm (patrz rys. 1.19) oraz stałą długość pocisku,  = 300 mm.  

Przerwa (mm) Promień zaokrąglenia (mm) 0,1 405,050,2 202,60,3 135,150,4 101,45,  , 0,6 67,8
Rys. 1.19. Geometria frontu pocisku  

(w tabeli przedstawiono wszystkie rozważane przypadki) 

W wyniku zastosowania pocisku o froncie zaokrąglonym zmieniał się
kształt fal zarówno w pręcie inicjującym, jak i odbierającym, co zaprezentowano 
na rys. 1.20. Przedstawiono na nim jedynie wyniki uzyskane dla promienia zao-
krąglenia 404,05 mm i przerwy 0,1 mm oraz dla promienia zaokrąglenia 67,8 mm i przerwy 0,6 mm.  

Rys. 1.20. Wpływ kształtu frontu pocisku na fale odkształcenia w prętach pomiarowych 

Jak widać, z zastosowaniem pocisku o małym promieniu zaokrąglenia 
wiąże się redukcja efektu dyspersji, co zaznaczono na rys. 1.20 linią niebieską. 
Dodatkowo obserwuje się wydłużenie czasu narastania fali odkształcenia w prę-

Średnica pocisku φ = 18 mm 
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cie inicjującym. Czas ten waha się w granicach od 9 μs do 10 μs dla rozważa-
nych promieni zaokrąglenia. Jednocześnie zmienia się wartość ̅ w równaniu 
(1.27) (Jankowiak, Rusinek, Łodygowski 2011). 

Podczas uderzenia pocisku w pręt inicjujący w strefie kontaktu nastąpiła 
koncentracja naprężenia, po czym fala naprężenia i odkształcenia propaguje się
wzdłuż pręta. Poziom naprężenia w strefie uderzenia zależał bezpośrednio od 
kształtu frontu pocisku i od omawianego powyżej promienia jego zaokrąglenia 
(patrz rys. 1.19). Maksymalne wartości naprężenia dla prędkości 10 m/s, 20 m/s
i 25 m/s były równe, odpowiednio, 551 MPa, 1104 MPa i 1381 MPa, co zapre-
zentowano na rys. 1.21. Należy nadmienić, że teoretyczne wartości naprężenia 
wynikające z teorii elementarnej, obliczone według równania:  =  2⁄ , 
były równe, odpowiednio, 10 = 202 MPa, 20 = 404 MPa oraz 25 = 505 MPa. 

a)   b)  c) 

Rys. 1.21. Poziom naprężenia w strefie kontaktu dla pocisku o froncie płaskim  
i prędkości uderzenia: a) 10 m/s , b) 20 m/s i c) 25 m/s

Zastosowanie pocisku o froncie zaokrąglonym (patrz rys. 1.19) sprawia-
ło, że lokalne naprężenie nawet przy prędkości 10 m/s wzrosło i przekroczyło 
granicę sprężystości prętów pomiarowych. W omawianym przypadku granica 
sprężystości  ≈ 1,2 GPa (patrz rys. 1.22). Zatem w strefie kontaktu poja-
wiało się odkształcenie plastyczne, co doprowadziło dodatkowo do wygładzenia 
fali naprężenia. Wydłużał się również czas narastania fali odkształcenia (naprę-
żenia), co było widoczne na rys. 1.20. 

Lokalny wzrost naprężenia był spowodowany mniejszą powierzchnią
kontaktu, przenoszącą siłę uderzenia pocisku do pręta inicjującego. Im mniejszy 
był promień zaokrąglenia (i im większa przerwa), tym bardziej lokalnie rosło 
naprężenie (patrz rys. 1.22). 

Pocisk 

Pręt inicjujący 

 =  0 202 MPa 404 MPa 505 MPa

Kierunek  
propagacji fali 

Max 
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a)      
                       Przerwa: 0,1 mm                           Przerwa: 0,3 mm                        Przerwa: 0,6 mm

b) 
Rys. 1.22. Poziom naprężenia w strefie kontaktu dla różnych kształtów pocisków  

z przerwami równymi 0,1 mm, 0,3 mm i 0,6 mm oraz prędkości uderzenia 10 m/s  
po: a) 6 µs i b) 48 µs

W przypadku pocisku z zaokrągleniem frontu o promieniu 67,8 mm
i prędkości uderzenia 10 m/s lokalny poziom naprężenia w strefie kontaktu 
osiągnął około 1400 MPa (rys. 1.22), a w przypadku pocisku z frontem pła-
skim, jak już wspomniano, wynosił 551 MPa (rys. 1.19). Gdy prędkość ude-
rzenia była większa, na przykład 25 m/s, lokalny poziom naprężenia był rów-
ny, kolejno, 2800 MPa i 1390 MPa. Reasumując, stosowanie podczas ekspe-
rymentów pocisków o froncie płaskim i prędkości uderzenia 25 m/s prowadzi-
ło do uzyskania dużej prędkości odkształcenia próbki, rzędu 10 1/s. Gdy 
stosowano pocisk z frontem zaokrąglonym (przerwa 0,3 mm i promień135,15 mm), wówczas, aby nie dopuścić do uplastycznienia prętów, należało 
przyjąć jako maksymalną prędkość uderzenia 10 m/s. Z kolei, wykorzystując 
teorię elementarną propagacji fal sprężystych, określono maksymalną prędkość
pocisku  = 65 m/s. Wartość tę obliczono na podstawie wzoru  == 2 ⁄  przy założeniu, że granica sprężystości materiału pręta inicjujące-
go  = 1,3 GPa. 

Pocisk 

Pręt inicjujący 

202 MPa 202 MPa
202 MPa

202 MPa
202 MPa 202 MPa

Max Max Max 
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Rys. 1.23. Maksymalna prędkość odkształcenia i maksymalne odkształcenie  
w zależności od prędkości pocisku 

Na rysunku 1.23 przedstawiono zależność maksymalnej prędkości od-
kształcenia i maksymalnego odkształcenia od prędkości pocisku podczas ekspe-
rymentu dynamicznego ściskania z użyciem pręta Hopkinsona. W analizie wzię-
to pod uwagę dwie granice sprężystości materiału próbki: 300 MPa (linia ciągła) 
i 150 MPa (linia kreskowa). W słabszym materiale (o niższej granicy sprężysto-
ści) zarówno odkształcenie, jak i jego prędkość były nieco większe. Na wykresie 
zaznaczono również strefę sprężystą dla pocisku z frontem zaokrąglonym (kolor 
zielony) oraz dla pocisku z frontem płaskim (kolor niebieski).  

1.6. Warstwowa budowa próbki 

Ostatnim omówionym w tym rozdziale czynnikiem wpływającym na 
wyniki testu ściskania dynamicznego jest warstwowa budowa próbki. W niektó-
rych sytuacjach należy określić zachowanie materiału występującego w postaci 
arkuszy blachy o małej grubości, np. 1 mm lub 2 mm. Jak wykazano w podroz-
dziale 1.1, zastosowanie takich krótkich próbek stwarza duże trudności, cho-
ciażby ze względu na olbrzymi wpływ tarcia. W tym podrozdziale zaprezento-
wano analizę numeryczną i eksperymentalną próbek o budowie zgodnej ze 
schematem przedstawionym na rys. 1.24. 

Wykazano, że w przypadku próbki o budowie warstwowej istnieje moż-
liwość uzyskania dobrych wyników eksperymentalnych, co zostało potwierdzo-
ne na przykładzie próbek ze stali S235 (Zhong i in. 2015). Aby udowodnić tę
tezę, przedstawiono wybrane symulacje komputerowe z uwzględnieniem próbek  
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Rys. 1.24. Próbka o budowie warstwowej 

zarówno o budowie warstwowej (patrz rys. 1.24), jak i monolitycznej. Należy 
dodać, że próbki o budowie warstwowej zespolono w eksperymentach za pomo-
cą kleju. Rozpatrywano przypadki, w których współczynnik tarcia wynosił 0
oraz 0,2. Na podstawie szczegółowej analizy (Zhong i in. 2015), uwzględniają-
cej również inne kształty próbek, np. sześcienne, można stwierdzić, że w przy-
padku próbek walcowych wyniki są identyczne dla obu współczynników tarcia, 
co pokazano na rys. 1.25. Analizując wyniki symulacji komputerowych, można 
sformułować wniosek, że fala inicjująca jest identyczna w przypadku obu rodza-
jów próbek. Na rysunku 1.25 pokazano jedynie fale odbitą i transmitowaną, 
które różnią się nieznacznie, szczególnie w przypadku prezentowanym na rys. 
1.25a, czyli przy zerowym współczynniku tarcia. Należy nadmienić, że 
w przypadku przedstawionym na rys. 1.25b nie dokonano korekcji tarcia, więc 
poziomy intensywności naprężenia są nieco inne (zielone linie). Jest to szcze-
gólnie widoczne w przypadku fali transmitowanej, od której zależy poziom na-
prężenia podczas testu. 

a) b)  
Rys. 1.25. Intensywność naprężenia fal odbitej i transmitowanej w prętach inicjującym 
i odbierającym; próbki o budowie monolitycznej i warstwowej, współczynnik tarcia: 

a) 0,0 oraz b) 0,2
Ostatecznie na podstawie rzeczywistych testów laboratoryjnych wyka-

zano podobieństwo uśrednionych wyników uzyskanych z wykorzystaniem pró-
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bek monolitycznych oraz warstwowych. Na rysunku 1.26 przedstawiono wykre-
sy naprężenie–odkształcenie dla dwóch prędkości pocisku: 11 m/s  i 15 m/s. 
Uzyskane wyniki pozwalają na stwierdzenie, że w przyszłych badaniach ekspe-
rymentalnych (w testach dynamicznego ściskania) istnieje możliwość wykorzy-
stania próbek o budowie warstwowej (Zhong i in. 2015). 

 a) b) 
Rys. 1.26. Wykres naprężenie–odkształcenie uzyskany dla próbek o budowie  

warstwowej i monolitycznej z uwzględnieniem dwóch prędkości pocisku:  
a) 11 m/s oraz b) 15 m/s

1.7. Podsumowanie 

W rezultacie połączenia dwóch metod badawczych: metody ekspery-
mentalnej i symulacji komputerowej wykazano, jak różne czynniki wpływają na 
wyniki badań. Udowodniono, że efekt dyspersji jest bezpośrednio powiązany 
z geometrią i konfiguracją prętów pomiarowych oraz całego układu łącznie 
z pociskiem i próbką. Na rysunku 1.27 przedstawiono dwa przykładowe ekspe-
rymenty wykonane na próbkach z czystej miedzi, w których obliczone wartości 
średniej prędkości odkształcenia były równe 2100 1/s i 4800 1/s. Zaprezento-
wano na nim rzeczywiste dynamiczne zachowanie próbki wykonanej z czystej 
miedzi po uwzględnieniu wszystkich omawianych czynników (korekcja tarcia 
zmniejszyła poziom naprężenia o ok. 50 MPa).  

Na podstawie testów statycznych i dynamicznych można określić wrażli-
wość czystej miedzi na prędkość odkształcenia. Wyniki własnych testów ekspe-
rymentalnych połączonych z symulacją powyższych zjawisk porównano z wyni-
kami innych badań statycznych i dynamicznych czystej miedzi (patrz rys. 1.28). 
Zaobserwowano liniową zależność naprężenia rzeczywistego od prędkości od-
kształcenia  w zakresie od 0,0001 1/s do 2000 1/s. Dla prędkości odkształce-
nia  większych niż 2000 1/s widoczny jest trend nieliniowy (Jankowiak, Rusi-
nek, Łodygowski 2011, Rusinek, Rodriguez-Martinez, Arias 2010) (patrz rys. 
1.28).  
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a) 

b) 
Rys. 1.27. Dynamiczne zachowanie próbek z czystej miedzi  

przy prędkości odkształcenia: a) 2100 1/s i b) 4800 1/s

Rys. 1.28. Wpływ prędkości odkształcenia na zachowanie próbek z czystej miedzi 
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W rozdziale tym przedstawiono różne czynniki, które należy brać pod 
uwagę podczas testów dynamicznego ściskania z wykorzystaniem pręta Hopkin-
sona. Zastosowanie przedstawionych wytycznych zapewni poprawę dokładności 
badań i stąd wiarygodności wyników, które następnie mogą być wykorzystane 
w symulacjach komputerowych zachowania całych konstrukcji poddanych ob-
ciążeniom impulsowym, w tym wybuchom i uderzeniom. 
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2. Test Taylora 
 

Eksperymentem, który umożliwia określenie dynamicznego zachowania 
materiałów, jest test Taylora (Taylor 1948). W jego wyniku nie uzyskuje się
całej krzywej  dla określonej prędkości odkształcenia , jak w teście z uży-
ciem pręta Hopkinsona, lecz tylko jeden punkt w przestrzeni , , . W celu 
zbadania całej przestrzeni , ,  należy wykonać kilka testów z uwzględnie-
niem różnych prędkości próbki . Test Taylora był wykorzystywany do okre-
ślania właściwości dynamicznych materiałów ciągliwych (Gust 1982, Field i in. 
2001, Włodarczyk 2011, Włodarczyk, Jackowski, Sarzyński 2012, Włodarczyk 
i in. 2012) oraz polimerów (Briscoe, Hutchings 1976 i 1978 oraz Turgutlu, Al- 
-Hassani, Akyurt 1996). W późniejszych latach stosowano również wersję z sy-
metrycznym zderzeniem dwóch próbek (Erlich 1985, Erlich, Shockey, Seaman 
1982 i Murray i in. 1998). Test Taylora wykorzystywano w celu określenia propa-
gacji fali plastycznej w materiałach ciągliwych (Bell 1968, Kolsky, Douch 1962 
i Perzyna 1959) oraz zniszczenia w materiałach kruchych ze szczególnym 
uwzględnieniem szkła (Kachanov 1976, Murray i in. 1998).  Jest on czasami sto-
sowany w celu weryfikacji modeli konstytutywnych i kryteriów zniszczenia (Bo-
rodin, Mayer 2015, Johnson, Cook 1983, Kruszka, Nowacki 1995, Majzoobi, Ka-
zemi, Pipelzadeh 2016, Nemat-Nasser, Li, Isaacs 1994 oraz Walley i in. 2000). 
Nie analizuje się wtedy punktu w przestrzeni , ,  uzyskanego podczas testu 
danego materiału, lecz mierzy się wymiary próbki po teście i określoną następnie 
na przykład zmienność jej promienia porównuje się z wynikami symulacji. Po-
równanie może dotyczyć również mechanizmów zniszczenia. W tym rozdziale 
skupiono się na tym, do czego test został stworzony, czyli na określaniu dyna-
micznego zachowania materiału podczas uderzenia przy dużej prędkości odkształ-
cenia. 

Stanowisko do wykonywania testu Taylora jest przedstawione schema-
tycznie na rys. 2.1. Są na nim widoczne jego podstawowe elementy: zbiornik na 

 
 

 
 

Rys. 2.1. Działo gazowe służące do rozpędzenia próbki oraz do pomiaru jej prędkości 
w teście Taylora 

Zbiornik na sprężone 
powietrze 

Sztywny element  
wyhamowujący pocisk 

Lufa 

Czujnik początkowej 
prędkości próbki 

Zawór szybkiego 
spustu 
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sprężone powietrze (A), zawór szybkiego spustu (B), lufa (C), czujnik począt-
kowej prędkości próbki (D) oraz sztywny element wyhamowujący pocisk (E). 
Prędkość jest mierzona z dokładnością |∆| = 1 m s⁄  za pomocą dwóch czujni-
ków laserowych. Znając odległość między nimi || oraz czas, w jakim po-
cisk ją pokonuje ∆, prędkość oblicza się za pomocą następującego równania:
  = ||∆ . (2.1)

2.1. Analiza eksperymentalna 

Próbka stosowana w teście Taylora ma kształt walca o określonej średnicy 
początkowej  i długości początkowej . Wymiary próbki są mierzone po każdym 
teście, przy czym najważniejsza jest długość części sprężystej  oraz całkowita 
długość próbki po teście  (patrz rys. 2.2). Na podstawie tych danych oblicza się
odkształcenie  i prędkość odkształcenia  zgodnie z następującymi równaniami 
(Abed, Jankowiak, Rusinek 2015,  Julien i in. 2016 oraz Taylor 1948): 

 = − ln  −  −  , (2.2) 

 = − 2 −  ln  −  −  .
(2.3) 

Rys. 2.2. Istotne wymiary próbki przed testem Taylora oraz po jego zakończeniu 

Aby uzyskać dokładne wyniki eksperymentu, czyli wartości odkształce-
nia  i prędkości odkształcenia , należało dokonać precyzyjnego pomiaru dłu-

Sztywny element 

 φ =  8 mm 

 = 4
0 mm

  
Część sprężysta 

Część plastyczna 

  
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gości  oraz  po uderzeniu próbki w sztywną część wykonaną ze stopu wol-
framu (rys. 2.3). Wpływ precyzji tego pomiaru przedstawiono na rys. 2.4. Na 
jego podstawie przeanalizowano wpływ długości części sprężystej  na od-
kształcenie  typowej próbki o długości początkowej  = 40 mm dla dwóch 
wybranych końcowych długości próbki  (35 mm i 38 mm) zgodnie z równa-
niami przedstawionymi przez Taylora (Jones i in. 1998 oraz Taylor 1948). Wy-
kazano, że podczas testu Taylora istotne jest precyzyjne określenie, jaka część
próbki  −  ulega trwałej deformacji przy założeniu, że średnica części sprę-
żystej  nie zmienia się po teście. 

Rys. 2.3. Części wyhamowujące pocisk podczas testu Taylora (patrz detal E na rys. 2.1) 

Rys. 2.4. Wpływ długości części sprężystej  na odkształcenie próbki  dla długości 
początkowej  = 40 mm oraz dwóch wybranych długości końcowych 
Założono, że czas powstawania trwałych deformacji jest wprost propor-

cjonalny do skrócenia części trwale zdeformowanej  −  i odwrotnie pro-
porcjonalny do prędkości początkowej próbki . Na podstawie analizy równa-
nia (2.3) wykazano, jaki jest wpływ długości części sprężystej  próbki na pręd-
kość odkształcenia  dla długości początkowej  = 40 mm i długości końcowej  = 35 mm oraz dla trzech wybranych wartości prędkości początkowej  (patrz rys. 2.5). 
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Rys. 2.5. Wpływ długości części sprężystej  na prędkość odkształcenia próbki   
dla długości początkowej  = 40 mm i końcowej  = 35 mm oraz trzech wartości 

prędkości początkowej 
Istotnym elementem analizy w ramach testu Taylora jest obliczenie po-

ziomu naprężenia . Ma to szczególne znaczenie, gdyż umożliwia w dalszej 
kolejności określenie zachowania materiału w przestrzeni , , . Taylor okre-
ślił poziom naprężenia w postaci następującego wzoru (Taylor 1948): 

 =  − 2 −  ln , (2.4)

gdzie  to gęstość testowanego materiału.  
Wilkins i Guinan (1973) określili poziom naprężenia w teście Taylora 

w następujący sposób: 

 = − 2  ln  − 0,120,88 . (2.5)

Za pomocą równań (2.4) i (2.5) określa się poziom naprężenia z błędem 
do 10% (Taylor 1948 oraz Wilkins, Guinan 1973). Ma to między innymi tę przy-
czynę, że w oryginalnych równaniach przedstawionych przez Taylora nie jest 
uwzględnione wzmocnienie związane z rozwojem odkształcenia plastycznego. 

Jednak porównując wyniki testu Taylora i innych testów dynamicznych, 
np. ściskania z użyciem pręta Hopkinsona, zauważono zdecydowanie większe 
różnice, nawet do 50% (Abed, Jankowiak, Rusinek 2015 oraz Julien i in. 2016) 
(patrz rys. 2.6). Jest to szczególnie widoczne w przypadku dużego odkształcenia 
plastycznego. Na rysunku 2.6 przedstawiono przykładowe wyniki eksperymentów 
z wykorzystaniem próbek mosiężnych (Abed, Jankowiak, Rusinek 2015 oraz Ju-
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lien i in. 2016). Mosiądz to stop dwóch metali, miedzi i cynku. Miedź jest ciągli-
wa, a cynk kruchy. Przedmiotem analizy jest stop składający się z 42–44% cynku 
i 56–58% miedzi w stosunku masowym (patrz rys. 2.7). Testowany materiał, jak 
udowodniono w badaniach laboratoryjnych, nie jest wrażliwy na prędkość defor-
macji, za to wykazuje umocnienie odkształceniowe. Prędkość odkształcenia pró-
bek z mosiądzu uzyskana w teście Taylora wynosiła od 1664 1/s do 3494 1/s. 

Rys. 2.6. Porównanie wyników ściskania statycznego i dynamicznego próbki z mosiądzu  

Test Taylora jest powszechnie stosowany jako metoda eksperymentalna 
służąca do określania dynamicznego zachowania materiałów ciągliwych. 
W wielu laboratoriach prowadzi się tego typu testy, jednak zastosowanie stan-
dardowych równań zaproponowanych przez Taylora oraz Jonesa wydaje się
obarczone ryzykiem błędu, co przedstawiono na rys. 2.6. Niedokładność wyni-
ków można stwierdzić, gdy zachowanie materiału określa się nie tylko z zasto-
sowaniem testu Taylora, lecz również na podstawie innych badań ściskania sta-
tycznego i dynamicznego, w tym tych z użyciem pręta Hopkinsona. 

Rys. 2.7. Struktura wewnętrzna mosiądzu 

Aby określić krzywą naprężenie–odkształcenie mosiądzu, przeprowa-
dzono najpierw testy ściskania quasi-statycznego i dynamicznego (Jankowiak, 
Rusinek, Łodygowski 2011), których wyniki przedstawiono na rys. 2.8. Testy 
statyczne wykonano na prasie hydraulicznej, natomiast dynamiczne – za pomocą
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pręta Hopkinsona. Maksymalna prędkość odkształcenia  uzyskana w wyni-
ku testów z użyciem pręta Hopkinsona wynosiła 3500 1/s. W testach dyna-
micznych uwzględniono wszystkie czynniki omówione w rozdziale 1 tej mono-
grafii. Zoptymalizowano geometrię testowanych próbek mosiężnych, aby zredu-
kować wpływ tarcia oraz bezwładności próbki. Przyjęto średnicę próbek φ
równą 6 mm i długość  równą 3 mm. Próbki zostały wycięte z zastosowaniem 
obróbki elektroerozyjnej z prętów wyciskanych. 

Rys. 2.8. Eksperymentalne krzywe naprężenie–odkształcenie mosiądzu (ściskanie)  

Dodatkowo przeprowadzono również testy quasi-statyczne z uwzględ-
nieniem różnych wartości temperatury początkowej  (z zakresu od 298 K do 
508 K) (patrz rys. 2.9). Dzięki tym testom można określić wpływ zarówno pręd-
kości odkształcenia, jak i temperatury na zachowanie dynamiczne testowanego 
materiału. Jak się okazało, mosiądz nie jest wrażliwy na zmianę prędkości od- 

Rys. 2.9. Eksperymentalne krzywe naprężenie–odkształcenie uzyskane w wyniku  
ściskania quasi-statycznego próbki z mosiądzu dla różnych początkowych wartości  
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kształcenia, jednak, co widać na rys. 2.9, wykazuje znaczną wrażliwość na 
zmiany temperatury (Abed, Jankowiak, Rusinek 2015 oraz Julien i in. 2016). 

Na tle znanych właściwości statycznych i dynamicznych mosiądzu 
przedstawiono poniżej wyniki testu Taylora. Badania prowadzono z uwzględ-
nieniem różnych wartości prędkości początkowej próbki (od 82 m/s do 200 m/s). Jej wymiary zostały zmierzone przed rozpoczęciem testu i po jego 
zakończeniu. Na tej podstawie z wykorzystaniem równań (2.2) i (2.3) określono 
zarówno prędkość odkształcenia , jak i odkształcenie  próbki w funkcji jej 
prędkości  (patrz rys. 2.10a i b). Maksymalna wartość odkształcenia wynosiła 0,37, a maksymalna prędkość odkształcenia była równa 3500 1/. 

a)                                                             b) 
Rys. 2.10. Wyniki testu Taylora: a) odkształcenie rzeczywiste, b) prędkość odkształcenia 

Test Taylora może być również wykorzystany do określenia kryterium 
zniszczenia uwzględnianego w modelu numerycznym oraz mechanizmu znisz-
czenia (Teng i in. 2005). Na rysunku 2.11a przedstawiono zniszczenie próbki 
z mosiądzu pod wpływem większej prędkości uderzenia (od 163 m/s do 200 m/s). Jak widać, w tym zakresie prędkości początkowej próbki odkształce-
nie plastyczne było połączone z uszkodzeniem i pękaniem. Zmierzono zarówno 
całkowitą długość  próbki po teście, jak i długość części sprężystej . Przy 
mniejszej prędkości, nieprzekraczającej 156 m/s, w strefie uderzenia formowa-
ły się promieniowe pęknięcia. W przypadku większej prędkości te pęknięcia 
łączyły się, tworząc widoczne strefy ścinania (Julien i in. 2016). Następowała 
również fragmentacja próbki (patrz rys. 2.11a). Liczba fragmentów była zależna 
od prędkości uderzenia próbki i zmieniała się w granicach od 3 do 5. Na rysunku 
2.11b przedstawiono wpływ prędkości uderzenia próbki na masę fragmentów, 
która wynosiła maksymalnie 4 g, co stanowiło 24% całkowitej masy próbki 
z mosiądzu (Julien i in. 2013). Podobny mechanizm zniszczenia zaobserwowano 
w badaniach próbki z tytanu Ti–6Al–4V (Ren i in. 2011) i stopów aluminium 
(Wei i in. 2014). 
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a)

         
                                                       b) 

Rys. 2.11. Fragmentacja próbki z mosiądzu: a) deformacje po testach, b) masa fragmentów 

2.2. Model uwzględniający wzmocnienie odkształceniowe  

W tym podrozdziale zostanie zaprezentowany sposób prawidłowego 
określenia poziomu naprężenia w teście Taylora. Wykorzystano w tym celu 
dwie metody badawcze: metodę eksperymentalną oraz symulację komputerową. 
Wyniki symulacji komputerowej, potwierdzające skuteczność prezentowanej 
metody, zostaną omówione w podrozdziałach 2.3 i 2.4. Jones i inni (1998) opra-
cowali metodę prawidłowego określania poziomu naprężenia w teście Taylora 
z uwzględnieniem wzmocnienia odkształceniowego. Poziom naprężenia oblicza 
się na podstawie następującej zależności (Jones i in. 1998 oraz Julien i in. 2016): 

 = 1     1 −  . (2.6)

W równaniu (2.6)  jest gęstością mosiądzu, równą 8460 kg/m,  jest 
prędkością początkową próbki, a  – parametrem wzmocnienia odkształce-
niowego. Parametr  w ogólności jest zależny od deformacji próbki, a kon-
kretnie od współczynnika kierunkowego : 

 = 1  , (2.7)

gdzie  to współczynnik kierunkowy prostej aproksymującej wyniki testów 
eksperymentalnych w płaszczyźnie  ,  ⁄⁄  (Abed, Jankowiak, Rusinek 
2015, Jones i in. 1998 oraz Julien i in. 2016). Na rysunku 2.12 przedstawiono 
prostą aproksymującą wyniki eksperymentów wraz z parametrami  i  rów-
nymi, odpowiednio, 0,953 oraz −0,605. W równaniu (2.6) występuje ponadto 
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parametr , obliczany jako wartość, do której dąży wyrażenie /1   pod-
czas testu quasi-statycznego dla dużego odkształcenia  (patrz rys. 2.9 oraz 
2.13). W celu obliczenia wartości  stosuje się następujące równanie: 

 = lim→
1   . (2.8)

Rys. 2.12. Prosta aproksymująca wyniki eksperymentalne w płaszczyźnie  ,  ⁄⁄ 
Ostateczny kształt funkcji wzmocnienia przedstawiono na rys. 2.14. 

Funkcję opisaną równaniem (2.7) zastosowano następnie w równaniu (2.6) 
w celu precyzyjnego określenia poziomu naprężenia. Odkształcenie rzeczywiste  określono za pomocą równania (2.2) (patrz rys. 2.10a).  jest graniczną war-
tością naprężenia podczas testu quasi-statycznego przy dużym odkształceniu 
(patrz rys. 2.13). W wyniku testów quasi-statycznych na próbkach z mosiądzu 
określono wartość  równą 466 MPa. 

Rys. 2.13. Krzywa służąca do określenia parametru 
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Rys. 2.14. Parametr wzmocnienia  w zależności od odkształcenia rzeczywistego 
Z zastosowaniem parametru wzmocnienia (zależność 2.7, rys. 2.14) oraz 

parametru  (zależność 2.8, rys. 2.13) określono dynamiczne zachowanie prób-
ki z mosiądzu podczas testu Taylora (patrz rys. 2.15). 

Rys. 2.15. Porównanie trzech zależności stosowanych w teście Taylora 

Wykazano, że metoda zaproponowana przez autorów pracy (Jones i in. 
1998) umożliwia precyzyjne określenie dynamicznego zachowania próbki 
z mosiądzu w pełnym zakresie odkształcenia. Równolegle z eksperymentami 
prowadzono badania numeryczne, które są istotnym elementem analizy (Julien 
i in. 2016). Tylko w modelu numerycznym istnieje możliwość założenia wła-
ściwości materiałowych. W związku z tym w wyniku symulacji komputerowej 
testu Taylora powinno się uzyskać punkty na założonej wcześniej krzywej na-
prężenie–odkształcenie. To zagadnienie zostanie omówione w kolejnych pod-
rozdziałach monografii (2.3 i 2.4).  
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2.3. Analiza numeryczna 

W celu przeprowadzenia symulacji testu Taylora wykorzystano program 
Abaqus/Explicit z jawną metodą całkowania równań ruchu (Abaqus 2015). 
Utworzono dwa modele numeryczne z różnymi opisami deformacji, aby spraw-
dzić, który z nich lepiej określa rozkład odkształcenia w strefie uderzenia próbki 
podczas symulacji. W pierwszym zastosowano opis deformacji Lagrange’a, 
a w drugim – Eulera (Green, Adkins 1960, Ostrowska-Maciejewska 1994). 
W pierwszym opisie deformacji materiał jest połączony z węzłami siatki i pod-
czas tworzenia się dużych deformacji plastycznych porusza wraz z nimi, 
a w drugim – węzły wraz z elementami skończonymi nie zmieniają swojego 
położenia w przestrzeni, a materiał przepływa przez siatkę elementów skończo-
nych (Abaqus 2015). Zastosowanie opisu Lagrange’a umożliwia zdefiniowanie 
wprost warunków brzegowych, jak również wszelkiego rodzaju obciążeń, np. 
ciśnienia działającego na ścianki elementów skończonych. W przypadku opisu 
Eulera określenie warunków brzegowych jest utrudnione, gdyż, jak wspomnia-
no, materiał przepływa przez siatkę elementów skończonych, a elementy mogą
być np. tylko w jakiejś części wypełnione materiałem lub nawet zupełnie puste 
(Abaqus 2015, Benson 1992). Element skończony może być również wypełnio-
ny dwoma materiałami w różnych proporcjach. Granica materiału jest obliczana 
w każdej chwili czasowej i nie zawsze odpowiada położeniu brzegów elemen-
tów skończonych. Istnieje możliwość zastosowania w jednej symulacji różnych 
opisów deformacji. W omawianej symulacji komputerowej sztywna ściana, 
w którą próbka uderza podczas testu Taylora, była modelowana zgodnie z opi-
sem Lagrange’a, a mosiężna próbka – zarówno z zastosowaniem opisu Lagran-
ge’a, jak i Eulera (Ostrowska-Maciejewska 1994). Porównując wyniki symula-
cji, w obu przypadkach zastosowano ten sam model konstytutywny materiału. 
W analizach numerycznych do opisu zachowania próbki z mosiądzu wykorzy-
stano dwa modele konstytutywne: model Johnsona-Cooka (JC) (Johnson, Cook 
1983 oraz Johnson, Cook 1985) i model Voyiadjisa-Abeda (VA) (Abed, Janko-
wiak, Rusinek 2015 oraz Voyiadjis, Abed 2005). 

2.3.1. Model konstytutywny 

Funkcja wzmocnienia Johnsona-Cooka (JC) została szczegółowo opisana 
w rozdziale 1 tej monografii. Na tym etapie należało jedynie zidentyfikować pa-
rametry modelu, których wartości najlepiej odzwierciedlały zachowanie próbki 
z mosiądzu. W tym celu uwzględniono wyniki testów laboratoryjnych dla ściska-
nia quasi-statycznego i dynamicznego. Do identyfikacji zastosowano metodę naj-
mniejszych kwadratów, a jej wynik przedstawiono na rys. 2.15. Zaznaczono na 
nim również krzywą niebieską, oznaczoną jako JC. Widać wyraźnie, że prawi-



56  2. Test Taylora 
 

 

dłowo oddaje ona wzmocnienie odkształceniowe. Parametry materiałowe odpo-
wiadające tej krzywej przedstawiono w tab. 2.1 (Julien i in. 2016).  

Tabela 2.1. Parametry materiałowe mosiądzu (JC)      403,5 MPa 674,6 MPa 0,7374 300 K 1173 K      1,132 0,9 8460 kg ∙ m 380 J ∙ kg ∙ K 125 000 MPa 
Model materiału Voyiadjisa-Abeda (VA) został szczegółowo opisany 

w literaturze (Abed, Voyiadjis 2007 oraz Voyiadjis, Abed 2005). Stworzono go 
na potrzeby analizy plastycznego zachowania stopów metali o strukturze krysta-
lograficznej FCC i HCP (patrz rys. 2.7). Jest stosowany szczególnie wtedy, gdy 
materiał nie wykazuje dużej wrażliwości na prędkość odkształcenia, ale jest 
bardzo wrażliwy na temperaturę. W modelu tym naprężenie płynięcia jest okre-
ślone jako suma naprężenia termicznego  i atermicznego  zgodnie 
z następującym równaniem:  =   . (2.9) 

W równaniu (2.9) człon niezależny od temperatury  jest obliczany w na-
stępujący sposób:  =   , (2.10) 

gdzie ,  i  są parametrami materiałowymi. Człon termiczny  jest obli-
czany za pomocą następującego równania: 

 =    1 −  ln  ⁄  ⁄ , (2.11) 

gdzie  −  oraz  i  są parametrami materiałowymi. W równaniach (2.10) 
i (2.11)  oraz  są, odpowiednio, odkształceniem plastycznym oraz prędko-
ścią odkształcenia plastycznego, a  jest temperaturą. W modelu VA człon ter-
miczny  zmniejsza się wraz ze wzrostem temperatury  po przekroczeniu 
wartości krytycznej: 

 = − ln . (2.12) 
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W celu identyfikacji parametrów materiałowych metodą najmniejszych 
kwadratów wykorzystano zarówno wyniki testów w temperaturze pokojowej, 
jak i wyniki badań quasi-statycznych w podwyższonej temperaturze (patrz. rys. 
2.9). Parametry materiałowe mosiądzu (model VA) zaprezentowano w tab. 2.2 
(Abed, Jankowiak, Rusinek 2015). 

Tabela 2.2. Parametry materiałowe mosiądzu (VA)      325 MPa 200 MPa 0,2 125 MPa 1700 MPa      0,79 3,55 − 5 1,5 0,5 5,4917 
2.3.2. Opis deformacji 

W niniejszej monografii są prezentowane jedynie wyniki symulacji 
komputerowych z użyciem modelu Johnsona-Cooka (JC). Jednak należy zazna-
czyć, że z zastosowaniem modelu Voyiadjisa-Abeda (VA) można lepiej 
uwzględnić osłabienie termiczne. 

Wykorzystując dwa omówione wcześniej opisy deformacji (Lagrange’a 
i Eulera), oraz z uwzględnieniem identycznych warunków początkowych, tzn. 
początkowej temperatury i początkowej prędkości próbki, przeprowadzono sy-
mulację testu Taylora. Badana próbka miała średnicę 8 mm i długość 40 mm. 
Analizowano szeroki zakres prędkości próbki, uwzględniany w eksperymentach. 
Maksymalna prędkość początkowa wynosiła 200 m/s. W obu modelach kom-
puterowych (zarówno z opisem Lagrange’a, jak i Eulera) uwzględniono kontakt 
między sztywną ścianą a próbką. 

Podczas uderzenia w strefie kontaktu ze sztywną przeszkodą w próbce 
pojawiło się znaczące odkształcenie plastyczne. W modelu opartym na opisie 
Lagrange’a w strefie kontaktu pojawiały się również duże zniekształcenia (ang. 
distortions) elementów. Z tego względu z zastosowaniem opisu Eulera uzyskano 
dokładniejsze rezultaty. Wyniki obu symulacji porównano z zastosowaniem 
optymalnych dyskretyzacji, przy czym model z opisem Lagrange’a składał się
z 40 tys. elementów skończonych, a model z opisem Eulera na skutek koniecz-
ności modelowania również otoczenia próbki – z 250 tys. elementów skończo-
nych. W związku z tym czas obliczeń w przypadku drugiego modelu był kilku-
krotnie dłuższy. 

Na podstawie prezentowanych analiz nie zaobserwowano zdecydowanej 
różnicy między porównywanymi rozwiązaniami (patrz rys. 2.16 i 2.17). Rozkła-
dy zarówno ekwiwalentnego odkształcenia, jak i ekwiwalentnego naprężenia  
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Rys. 2.16. Ekwiwalentne odkształcenie plastyczne podczas symulacji testu Taylora 
dla dwóch opisów deformacji: Lagrange’a (po lewej) i Eulera (po prawej) po 100 μs 

 

 
Rys. 2.17. Ekwiwalentne naprężenie Misesa podczas symulacji testu Taylora  

dla dwóch opisów deformacji: Lagrange’a (po lewej) i Eulera (po prawej) po 50 μs 

Misesa były zbliżone. Należało porównywać tylko tę część modelu z opisem 
Eulera, w której w danej chwili znajdował się materiał (mosiądz). Dodatkowo 
porównano siły uderzenia w sztywną przeszkodę w przypadku zastosowania obu 
modeli (patrz rys. 2.18). Wykazano, że przebiegi zmian siły uderzenia w obu 
przypadkach były podobne. Czas trwania procesu deformacji również był prawie 
identyczny i wynosił około 78 μs. Zatem można stwierdzić, że naprężenie (rys. 
2.17) zarejestrowano w momencie, kiedy proces deformacji był aktywny (pod-
czas uderzenia), a odkształcenie plastyczne (trwałe deformacje) (rys. 2.16) – już 
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Rys. 2.16. Ekwiwalentne odkształcenie plastyczne podczas symulacji testu Taylora 
dla dwóch opisów deformacji: Lagrange’a (po lewej) i Eulera (po prawej) po 100 μs 

 

 
Rys. 2.17. Ekwiwalentne naprężenie Misesa podczas symulacji testu Taylora  

dla dwóch opisów deformacji: Lagrange’a (po lewej) i Eulera (po prawej) po 50 μs 

Misesa były zbliżone. Należało porównywać tylko tę część modelu z opisem 
Eulera, w której w danej chwili znajdował się materiał (mosiądz). Dodatkowo 
porównano siły uderzenia w sztywną przeszkodę w przypadku zastosowania obu 
modeli (patrz rys. 2.18). Wykazano, że przebiegi zmian siły uderzenia w obu 
przypadkach były podobne. Czas trwania procesu deformacji również był prawie 
identyczny i wynosił około 78 μs. Zatem można stwierdzić, że naprężenie (rys. 
2.17) zarejestrowano w momencie, kiedy proces deformacji był aktywny (pod-
czas uderzenia), a odkształcenie plastyczne (trwałe deformacje) (rys. 2.16) – już 
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po odbiciu próbki od sztywnej przeszkody. Zarówno poziom siły (około 60 kN), 
jak i czas procesu były więc równe w obu analizowanych przypadkach. 

Rys. 2.18. Porównanie siły uderzenia podczas symulacji testu Taylora  
(prędkość początkowa 200 m/s) 

W dalszych symulacjach ze względu na krótszy czas obliczeń zastosowa-
no model z opisem Lagrange’a. Przedstawiona analiza komputerowa wykazała, że 
z wykorzystaniem obu opisów deformacji uzyskano podobne wartości oraz roz-
kłady naprężenia i odkształcenia. Jednak użycie modelu Lagrange’a umożliwiało 
określenie w bardzo prosty sposób długości  i , które są wymagane do okre-
ślenia naprężenia, odkształcenia oraz prędkości odkształcenia w teście Taylora. 

Z wykorzystaniem modelu Lagrange’a wyznaczono poziom naprężenia 
w symulacji testu Taylora dla prędkości próbki od 80 m/s do 200 m/s. Mo-
siężną próbkę zdyskretyzowano za pomocą liniowych ośmiowęzłowych elemen-
tów objętościowych o zredukowanym całkowaniu, a przeszkoda, w którą uderza 
próbka podczas testu, była modelowana jako sztywna okrągła płyta (patrz rys. 
2.16). Omawiane symulacje komputerowe przeprowadzono w programie 
Abaqus/Explicit, uwzględniając adiabatyczną przemianę mosiądzu z wykorzy-
staniem jawnego całkowania równań ruchu. Zastosowano adaptacyjną zmianę
siatki elementów skończonych (ang. arbitrary Lagrangian-Eulerian – ALE) 
w celu zmniejszenia ich zniekształcenia podczas uderzenia (Abaqus 2015). Przy-
jęto różne czasy symulacji, od 0,0001 s do 0,0003 s, w zależności od począt-
kowej prędkości próbki, ponieważ przy większej prędkości początkowej czas 
wyhamowania próbki był znacznie dłuższy. Ostatecznie po odbiciu próbki trwa-
łe odkształcenie osiągało w symulacji ekstremum; taki stan próbki służył do 
określenia zarówno jej długości końcowej , jak i długości strefy sprężystej . 
Założono, że współczynnik tarcia występującego między obiema częściami mo-
delu jest równy 0,2. Prawo tarcia obowiązuje również we wnętrzu próbki – pod-
czas uderzenia tworzą się wewnętrzne powierzchnie kontaktu. Dodatkowym 
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istotnym elementem modelu numerycznego było kryterium zniszczenia, które 
przedstawiono na rys. 2.19. Z jego wykorzystaniem można określić rzeczywiste 
mechanizmy zniszczenia podczas symulacji testu Taylora z uwzględnieniem 
większej prędkości próbki. Na rysunku 2.20 pokazano przykładowy mechanizm 
zniszczenia próbki przy prędkości równej 200 m/s. W obliczeniach zastosowa-
no następujące kryterium zniszczenia (Abed, Jankowiak, Rusinek 2015 oraz 
Teng i in. 2005): 

η =


∞                                                 η ≤ − 130,1225 η  13,       − 13 < η ≤ 01,9η − 0,18η 0,21    0 < η ≤ 0,4exp−1,944η                          0,4 < η

 . (2.13) 

Rys. 2.19. Kryterium zniszczenia zastosowane dla mosiądzu 

Z użyciem kryterium (2.13) wyznacza się poziom ekwiwalentnego od-
kształcenia plastycznego przy zniszczeniu  w zależności od wartości 
współczynnika trójosiowości η, który jest miarą złożonego stanu naprężenia. 
Oblicza się go jako η =  ⁄ , gdzie  jest pierwszym niezmiennikiem tensora 
naprężenia, a  drugim niezmiennikiem dewiatora tensora naprężenia. Istnieje 
asymptota dla wartości równej −1/3, która zapobiega zniszczeniu ściskanych 
elementów (strefa kontaktu). Gdy wartość współczynnika trójosiowości η mie-
ściła się w zakresie od −1/3 do 0,4, wówczas odkształcenia plastyczne przy 
zniszczeniu były mniejsze. Umożliwiało to tworzenie się stref poślizgu (ang. 
shear bands) (patrz rys. 2.20). 

Podczas testu Taylora w strefie uderzenia występował złożony stan na-
prężenia. Współczynnik trójosiowości η przyjmował zarówno wartości ujemne 
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(ściskanie lub ściskanie ze ścinaniem), jak i dodatnie (rozciąganie lub rozciąga-
nie ze ścinaniem) (patrz rys. 2.19).  

Rys. 2.20. Mechanizm zniszczenia próbki przy prędkości początkowej 200 m/s
2.4. Porównanie wyników symulacji oraz eksperymentów

Symulacje komputerowe testu Taylora zostały wykonane w celu weryfi-
kacji metod określania wartości odkształcenia, prędkości odkształcenia oraz 
poziomu naprężenia występujących w próbce podczas testu. Na rysunku 2.21 
pokazano zależność naprężenia rzeczywistego w próbce od prędkości uderzenia 
(Abed, Jankowiak, Rusinek 2015 oraz Julien i in. 2016). Wartości naprężenia 
rzeczywistego odpowiadają wynikom przedstawionym na rys. 2.15, gdzie do-
datkowo zastosowano równanie (2.2) do obliczenia odkształcenia próbki. Jak już
wspomniano, z wykorzystaniem równania (2.6) wyznaczono poziom naprężenia 
zgodny z uzyskanym eksperymentalnie (patrz rys. 2.15). Dodatkowo na rys. 2.21 
pokazano wyniki wybranych symulacji komputerowych dla prędkości pocisku 82 m/s i 140 m/s. Zastosowano w nich parametry materiałowe (tab. 2.1) okre-
ślone wcześniej na podstawie testów quasi-statycznych i dynamicznych (rys. 
2.8). Na rysunku 2.21 wyniki symulacji komputerowych zaznaczono w postaci 
czerwonych punktów. Widać wyraźnie ich zbieżność z wynikami badań ekspe-
rymentalnych, uzyskanymi z wykorzystaniem zależności Taylora, Wilkinsa 
i Guinana oraz Jonesa i innych, przy czym jedynie te ostatnie są zgodne 
z wcześniej założonym modelem konstytutywnym dla mosiądzu. Inne wyniki 
symulacji komputerowych, opartych na modelu VA, pokazano w pracy (Abed, 
Jankowiak, Rusinek 2015). 
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Rys. 2.21. Porównanie wyników badań eksperymentalnych i symulacji komputerowych 

Aby uzyskać w teście Taylora inne kombinacje odkształcenia i prędko-
ści odkształcenia, sugeruje się wykorzystanie próbek o różnej długości , np. 20 mm lub 30 mm. Jest oczywiste, że gdy stosuje się wyłącznie próbki o długo-
ści 40 mm, wówczas jedyną zmienną w teście jest prędkość próbki, a zgodnie 
z wcześniej przedstawionymi wykresami (rys. 2.10a i b) z im większą prędko-
ścią uderza próbka, tym większe są odkształcenie i prędkość odkształcenia. Gdy 
stosuje się próbki o różnej długości, można uzyskać na przykład tę samą pręd-
kość odkształcenia, ale inny poziom odkształcenia (Abed, Jankowiak, Rusinek 
2015).  
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3. Test balistyczny 

Eksperymentem, który umożliwia określenie odporności na przebicie 
konstrukcji uderzonej pociskiem, jest test balistyczny. Stosuje się go w wielu 
laboratoriach na świecie w celu określania dynamicznych właściwości materiału, 
ponieważ podczas przebijania konstrukcji występują w nim bardzo duże prędko-
ści odkształcenia. Na podstawie testu balistycznego można zweryfikować model 
komputerowy razem z modelem konstytutywnym oraz z kryterium zniszczenia 
materiału przez sprzężenie symulacji z eksperymentem. W literaturze opisano 
liczne badania związane z problematyką przebicia cienkich blach przez sztywny 
pocisk (Atkins, Afzal khan, Liu 1998, Borvik i in. 2002a i 2002b, Borvik i in. 
2003, Dey i in.  2004, Rusinek i in.  2009b oraz Yong, Iannucci, Falzon 2010). 
Powstało wiele modeli analitycznych (Recht, Ipson 1963), które służą do okre-
ślenia zależności między prędkością rezydualną pocisku a jego prędkością po-
czątkową dla płyt wykonanych z ciągliwych metali, poddanych przebiciu poci-
skami stożkowymi (Chen, Huang, Liang 2011). Mechanizm zniszczenia cienkiej 
płyty poddanej perforacji przez pociski o różnych kształtach był przedmiotem 
analizy między innymi w pracach (Arias, Rodríguez-Martínez, Rusinek 2008, 
Kpenyigba i in. 2013 oraz 2015). Przebicie konstrukcji wielowarstwowych ana-
lizowano w pracach (Alavi Nia, Hoseini 2011, Morka, Niezgoda, Nowak 2012 
oraz Yong, Iannucci, Falzon 2010). Zachowanie dynamiczne powłok polimero-
wych podczas perforacji przedstawiono w pracach (Garcia-Gonzalez i in. 2015 
oraz Raimondo i in. 2008). Analiza mechanizmu zniszczenia płyty na skutek 
wybuchu lub uderzenia pociskiem została dokonana w pracy (Wierzbicki 1999).  

3.1. Ogólna charakterystyka testu balistycznego 

W opisanych w tym rozdziale testach zastosowano działo gazowe, słu-
żące do przyspieszania pocisków, oraz długą lufę, w której pociski są przyspie-
szane przez rozprężenie gazu. Gaz może zostać wstępnie sprężony do ciśnienia 100 barów, a prędkość uderzenia  może wtedy osiągnąć około 600 m/s
w zależności od masy pocisku.  

Stanowisko do prowadzenia testów balistycznych przedstawiono sche-
matycznie w rozdziale 2, dotyczącym testu Taylora (rozdział 2, rys. 2.1). Różni-
ca między tym stanowiskiem a urządzeniem stosowanym w teście balistycznym 
polega na tym, że zamiast sztywnej ściany, w którą uderza próbka, wykorzystuje 
się oprzyrządowanie przedstawione na rys. 3.1. Dodatkowym istotnym elemen-
tem tego stanowiska jest czujnik prędkości rezydualnej. Uchwyt zapewnia 
utwierdzenie badanej konstrukcji na obwodzie. Wymiary badanych próbek mogą
być różne. Ważne jest, że perforacja spowodowana uderzeniem pocisku wystę-
puje w jego niedalekim sąsiedztwie (rys. 3.2). 
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Rys. 3.1. Oprzyrządowanie używane w testach balistycznych 

Rys. 3.2. Geometria przebijanej blachy oraz wybrane kształty pocisku  
(wymiary podano w milimetrach) 

Omawiany eksperyment stosuje się między innymi w celu wyznaczenia 
prędkości wylotowej pocisku  (prędkości rezydualnej) w zależności od pręd-
kości uderzenia  (prędkości początkowej). Istotne jest wyznaczenie minimal-
nej prędkości początkowej , przy której pocisk przebija badaną konstrukcję
(Alavi Nia, Hoseini 2011, Committee on Opportunities … 2011, Khan, Ansari, 
Gupta 2003,). Podczas uderzenia, penetracji i perforacji występują duże wartości 
prędkości odkształcenia, nierzadko przekraczające 10  1 s⁄ . Istotne jest zatem 
określenie właściwości materiału w szerokim zakresie prędkości odkształcenia. 
Umożliwiają to testy Taylora oraz testy ściskania dynamicznego z wykorzysta-
niem pręta Hopkinsona, wykonane na krótkich próbkach i z uwzględnieniem 
dużej prędkości uderzenia. Zostało to szczegółowo opisane w rozdziałach 1 i 2. 
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3.1.1. Mechanizm zniszczenia podczas przebicia 

W chwili niszczenia przebijanej konstrukcji w niszczonym materiale 
powstaje złożony stan naprężenia (Vershinin 2015), określany przez podanie 
stosunku pierwszego niezmiennika tensora naprężenia  do drugiego niezmien-
nika dewiatora tensora naprężenia . Bierze się przy tym pod uwagę wartości 
uśrednione, ponieważ w dynamicznym procesie, jakim jest test balistyczny, 
składowe tensora naprężenia szybko się zmieniają. Zatem kryterium zniszczenia 
dla metalu, określające graniczne odkształcenie plastyczne, można zapisać
w postaci: 

 = η, (3.1)

gdzie η =  ⁄  to współczynnik trójosiowości stanu naprężenia. Zgodnie z kryte-
rium (3.1) odkształcenie plastyczne przy zniszczeniu  określa się jako 
funkcję  współczynnika trójosiowości η.  

Możliwe jest oszacowanie współczynnika trójosiowości oraz odkształce-
nia, jakie lokalnie występują w quasi-statycznym teście rozciągania (Landron i in. 
2011 oraz Teng, Wierzbicki 2006). Wartość lokalnego odkształcenia  można 
obliczyć, znając początkowe pole rozciąganego przekroju  oraz pole przekroju 
w chwili zniszczenia , na podstawie następującej zależności: 

 = ln . (3.2)

Zgodnie z formułą Bidgmana (Landron i in.  2011 oraz Teng, Wierzbic-
ki 2006) współczynnik trójosiowości η w teście rozciągania można wyznaczyć, 
znając promień przekroju początkowego próbki  i promień karbu , na 
podstawie następującej zależności:  

η = 13 + ln 1 + 2. (3.3)

Na rysunku 3.3 pokazano przykładowe wymiary próbki, które przyjmuje 
się w celu wyznaczenia kryterium zniszczenia (Teng, Wierzbicki 2006). Próbki 
o różnych promieniach karbu  są stosowane ze względu na występujące 
w takim przypadku różne stany naprężenia (mierzone współczynnikiem trójo-
siowości η). Podobna sytuacja występuje w przypadku perforacji cienkich i gru-
bych blach. Kluczowy wpływ na stan naprężenia ma również kształt frontu poci-
sku. Stwierdzono ponadto, że średnie wartości współczynnika trójosiowości 
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zmieniają się od 0 do 2/3. W przypadku blach grubszych możliwe są również
wartości ujemne (Jankowiak i in.  2014). 

Rys. 3.3. Geometria próbek stosowanych do określenia kryterium zniszczenia  
(Teng, Wierzbicki 2006) (wymiary podano w milimetrach) 

Należy nadmienić, że wartość współczynnika trójosiowości η zależy 
wprost od złożoności stanu naprężenia, która jest jednocześnie uzależniona od 
zastosowanego kształtu frontu pocisku. Typowe wartości współczynnika trójosio-
wości dla trzech wybranych stanów naprężenia podano w tab. 3.1. Są to wartości 
zgodne z wynikami eksperymentów balistycznych wykonanych z zastosowaniem 
pocisków o różnych kształtach frontu (płaskim, stożkowym i sferycznym).  

Tabela 3.1. Porównanie współczynników trójosiowości, stanów naprężenia  
oraz mechanizmów zniszczenia 

Stan  
naprężenia 

Czyste  
ścinanie 

Jednoosiowe  
rozciąganie 

Dwuosiowe  
rozciąganie 

η 0 1/3 2/3
Kształt frontu 

pocisku płaski stożkowy sferyczny 

Mechanizm 
zniszczenia 

Próbka walcowa

Próbka walcowa z nacięciem 
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Testy balistyczne wykonuje się również w celu ustalenia wpływu pręd-
kości ekwiwalentnego odkształcenia plastycznego  , uwzględnianego w rów-
naniu (3.1), opisującym kryterium zniszczenia. W ogólnym przypadku funkcja η przyjmuje zatem postać  η,   (Teng, Wierzbicki 2006). 

Istotnym czynnikiem badanym podczas testów balistycznych były me-
chanizmy zniszczenia. Na podstawie eksperymentów wykazano, że są one różne 
w zależności od kształtu frontu pocisku (patrz tab. 3.1). Uderzenie pocisku 
o froncie płaskim powoduje ścięcie i pojawienie się odprysku (ang. plug). Perfo-
racja przez pocisk zakończony stożkowo kończy się powstaniem w strukturze 
pęknięć oraz jej rozerwaniem (ang. patels). Liczba pęknięć zależy od kąta roz-
warcia frontu pocisku stożkowego (Atkins, Afzal khan, Liu 1998, Kpenyigba 
i in. 2013 i 2015). Na rysunku 3.4 wykazano na podstawie wielu eksperymentów 
(Kpenyigba i in. 2013 i 2015), że im większy jest kąt rozwarcia stożkowego 
frontu pocisku, tym mniejsza jest liczba pęknięć promieniowych. Istnieje gra-
niczna wartość tego kąta, przy której powstaje jeden odprysk (patrz rys. 3.4).  

Rys. 3.4. Liczba pęknięć dla różnych kątów rozwarcia (pocisk o froncie stożkowym) 

W przypadku zastosowania pocisku zakończonego sferycznie również
pojawia się odprysk, którego średnica zależy od warunków tarcia zachodzącego 
między pociskiem a perforowaną blachą (Borvik i in. 2003, Jankowiak, Rusinek, 
Wood 2013, Rusinek i in. 2009b). W przypadku użycia pocisków o froncie pła-
skim mechanizmem zniszczenia jest ścięcie, przy czym jednocześnie pojawia się
pojedynczy odprysk, podobnie jak przy dużym kącie rozwarcia stożkowego 
frontu pocisku (Borvik i in. 2002a i 2002b). 

Istotnym elementem stanowiska pomiarowego do badań balistycznych 
jest szybka kamera. W skrajnych przypadkach, szczególnie przy niewielkiej pręd-
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kości rezydualnej, z jej użyciem można określić, czy doszło do perforacji. Zdarza 
się, że otwór w badanej konstrukcji wygląda tak, jakby pocisk ją przebił, jednak na 
filmie zarejestrowanym szybką kamerą widać, że do perforacji nie doszło, a po-
cisk odbił się od konstrukcji. Szybka kamera umożliwia również pomiar prędkości 
pocisku przed perforacją i po perforacji. Jednak jest to procedura żmudna, a jej 
wyniki są obarczone dość dużym błędem, większym niż w przypadku zastosowa-
nia laserowego czujnika prędkości rezydualnej. Szybką kamerę stosuje się głów-
nie ze względu na możliwość obserwowania procesu perforacji i określenia czasu 
zniszczenia, co może posłużyć do oszacowania siły uderzenia. Na rysunku 3.5 
przedstawiono trzy klatki z filmu zarejestrowanego za pomocą szybkiej kamery 
Phantom V711. Są na nich widoczne trzy podstawowe etapy procesu perforacji, 
czyli uderzenie, penetracja i perforacja (Jankowiak i in.  2014). 

Zainicjowanie otworu 
Uderzenie 

Pęknięcia promieniowe 
Penetracja 

Rozerwanie blachy 
Perforacja 

 = 73,53 m s⁄  = 16,5 m s⁄
Rys. 3.5. Proces perforacji blachy stalowej przez pocisk o froncie stożkowym  

3.1.2. Dyssypacja energii oraz zależność prędkości rezydualnej  
od prędkości początkowej 

Istotnym elementem analizy wyników testu balistycznego jest również
określenie energii dyssypowanej podczas procesu perforacji. Cała początkowa 
energia kinetyczna pocisku   lub jej część zamienia się w energię wewnętrzną
przebijanej konstrukcji . Gdy pocisk przebija konstrukcję, jego energię kine-
tyczną  oblicza się na podstawie jego masy  oraz prędkości rezydualnej . Zatem energię dyssypowaną , równą co do wartości energii wewnętrznej  przebijanej konstrukcji, oblicza się na podstawie następującego równania: 

 =    = 2  2 . (3.4)
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W równaniu (3.4) są uwzględnione prędkość rezydualna , którą wy-
znacza się eksperymentalnie, oraz masa pocisku . Okazuje się, że nawet nie-
wielkie zmiany prędkości rezydualnej w bardzo dużym stopniu wpływają na 
dyssypację energii w badanej konstrukcji. 

Zależność prędkości rezydualnej  od prędkości początkowej  można 
określić z wykorzystaniem modelu Rechta-Ipsona (Recht, Ipson 1963): 

 =  κ  κ κ . (3.5)

W równaniu (3.5) występują trzy parametry: , κ i . Parametr  to 
minimalna prędkość początkowa, przy której pocisk przebija badaną konstruk-
cję, a parametr κ określa kształt krzywej w przestrzeni   . Za pomocą
współczynnika korekcji  uwzględnia się możliwość zamiany części początko-
wej energii kinetycznej pocisku na energię kinetyczną  powstałego odpry-
sku, który porusza się z prędkością . W związku z tym Recht i Ipson (1963) 
zastosowali w równaniu (3.5) współczynnik korekcji , który można obliczyć na 
podstawie następującego równania: 

 =  + , (3.6)

gdzie  jest masą odprysku.  
Na rysunku 3.6 przedstawiono zależność współczynnika korekcji  od 

stosunku masy odprysku  do masy pocisku , czyli od względnej masy 
odprysku  =  ⁄ . Widać wyraźnie, że pojawienie się odprysku jest rów- 
noznaczne ze zmniejszeniem się zarówno współczynnika korekcji , jak i pręd-
kości rezydualnej . Wartości względnej masy odprysku są większe niż jeden, 

Rys. 3.6. Wpływ względnej masy odprysku  na wartość współczynnika korekcji 
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gdy masa odprysku jest większa niż masa pocisku, co jest możliwe zarówno 
w przypadku pocisków o froncie sferycznym, jak i płaskim, szczególnie po ude-
rzeniu w masywne (grube) płyty i pancerze. Oczywiście istnieje możliwość
zważenia po teście masy odprysków , która w ogólnym przypadku może 
być zależna od prędkości uderzenia. Jest to szczególnie istotne, jeśli dochodzi do 
uderzenia w masywne płyty betonowe lub żelbetowe, kiedy masa odprysku mo-
że być znaczna (Jankowiak 2011). 

W celu ukazania wpływu parametru κ na kształt krzywej w przestrzeni    i energię dyssypowaną podczas testu w poniższych rozważaniach zało-
żono, że nie powstaje odprysk. Z taką sytuacją mamy do czynienia w przypadku 
użycia pocisków o froncie stożkowym. Po podstawieniu równania (3.5) do (3.6) 
istnieje możliwość zilustrowania wpływu kształtu krzywej w przestrzeni  , określonego przez parametr κ, na ilość energii dyssypowanej podczas testu. 
Na rysunku 3.7a zaprezentowano wpływ parametru κ na krzywą w układzie osi 
bezwymiarowych: względnej prędkości początkowej  =  ⁄  i względnej 
prędkości rezydualnej λ =  ⁄ . Przedstawiono krzywe w przestrzeni λ  
dla dwóch wartości parametru κ (2,4 oraz 1,6). Wartości te nieznacznie zmienia-
ją jej kształt i przy względnej prędkości początkowej  = 3 względna prędkość
rezydualna λ zmienia się o ok. 0,24, co odpowiada różnicy prędkości rezydual-
nych ok. 15 m/s. Jak się jednak okazuje, ma to duży wpływ na dyssypację ener-
gii przez konstrukcję. Na rysunku 3.7b przedstawiono energię dyssypowaną przy 
tych samych wartościach parametru kształtu κ (2,4 i 1,6) również w układzie osi 
bezwymiarowych: względnej prędkości początkowej  i względnej energii dys- 
sypowanej  =  ⁄ , gdzie   jest energią kinetyczną pocisku poruszające- 
go się z prędkością równą . Widać więc, że niewielka zmiana właściwości 
materiału lub ich błędne określenie wpływa na wartość energii dyssypowanej 

a)  b) 
Rys. 3.7. Wpływ względnej prędkości początkowej  na: a) względną prędkość  

rezydualną λ oraz b) względną energię dyssypowaną 

 =   = 1⁄   =   = 1⁄  
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podczas testu. W pierwszym przypadku (κ = 2,4 konstrukcja w miarę wzrostu 
prędkości uderzenia  (oraz względnej prędkości początkowej ) dyssypuje 
coraz mniej energii (opadająca krzywa na rys. 3.7b), natomiast w drugim przy-
padku (κ = 1,6) wraz ze wzrostem prędkości uderzenia  dyssypacja energii 
jest coraz większa. 

3.1.3. Pomiar siły uderzenia 

Pomiar siły uderzenia pocisku jest istotną, lecz skomplikowaną częścią
testów balistycznych. Przykładowe stanowisko badawcze do jej pomiaru przed-
stawiono na rys. 3.8. Uchwyt, w którym umieszcza się próbkę, jest wyposażony 
w cztery piezoelektryczne czujniki siły (rys. 3.9), które określają wytrzymałość
badanej konstrukcji. 

  
Rys. 3.8. Stanowisko do badań balistycznych oraz pomiaru siły uderzenia 

Rys. 3.9. Piezoelektryczne czujniki siły uderzenia 

Siłę uderzenia można oszacować również za pomocą szybkiej kamery. 
Jeśli założy się stałe opóźnienie pocisku podczas perforacji, istnieje możliwość
obliczenia średniej teoretycznej siły  uderzenia pocisku o badaną konstrukcję. 
W tym celu stosuje się następujące równanie: 

 =    . (3.7)

We wzorze (3.7)  jest czasem przebicia (ang. failure time), który można 
określić z dokładnością równą okresowi zapisu obrazu przez kamerę (odwrotność
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częstotliwości). Jego precyzyjne wyznaczenie jest warunkiem oszacowania siły 
uderzenia. Gdy pocisk porusza się ze stałą prędkością rezydualną , wówczas 
siła uderzenia zmniejsza się do zera. Typowy przebieg zmiany siły uderzenia 
przedstawiono na rys. 3.10. Czas przebicia  można określić z użyciem kamery. 
Jest to czas, po którym pocisk przebija konstrukcję i porusza się dalej ruchem 
jednostajnym, gdy między nim a konstrukcją nie działają żadne siły. 

Rys. 3.10. Typowy przebieg siły uderzenia i średniej teoretycznej siły uderzenia 
Na rysunku 3.11 przedstawiono położenie pocisków z frontami o kształ-

tach: płaskim, stożkowym oraz sferycznym, stanowiące podstawę określenia 
czasu przebicia , który jest istotnym parametrem uwzględnianym przy wyzna-
czaniu średniej teoretycznej siły zgodnie z równaniem (3.7). 

 = 88,65 m/s  = 73,3 m/s  = 84,75 m/s =  53,6 m/s  = 16,5 m/s  = 3,2 m/s  = 182 μs  = 515 μs  = 727 μs
Rys. 3.11. Położenie pocisków z frontami o różnych kształtach, będące podstawą  

do określenia czasu przebicia 
Wyznaczona na tej podstawie średnia teoretyczna siła uderzenia  jest 

mniejsza niż siła maksymalna (rys. 3.10). Jednak znając ją, można uzyskać
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ogólny pogląd na temat procesu przebijania oraz porównywać eksperymenty. 
Wartość  można też z powodzeniem wyznaczyć na podstawie wyników symu-
lacji komputerowych, w których można obliczyć przebieg zmian siły uderzenia 
łącznie z określeniem maksimum tej siły oraz momentu jego wystąpienia. 

3.2. Przebicie blach wykonanych ze stali miękkiej ES 

Właściwości balistyczne konstrukcji są ważnymi czynnikami wpływają-
cymi na jej zachowanie dynamiczne. Pojęcie testów balistycznych jest bardzo 
szerokie i obejmuje przede wszystkim badania wykonywane na potrzeby woj-
ska. Z naukowego punktu widzenia, gdy przedmiotem zainteresowania są bada-
nia dynamicznych właściwości materiału, bardziej praktyczne jest wykorzysta-
nie laboratoryjne dział gazowych, w których istnieje możliwość zmiany zarówno 
kształtu oraz średnicy, jak i prędkości początkowej pocisku, co nie jest możliwe 
w badaniach z wykorzystaniem rzeczywistej broni.  

W dalszej części tego rozdziału zostanie zaprezentowany problem perfo-
racji powłok stalowych wykonanych ze stali miękkiej ES (Jankowiak, Rusinek, 
Wood 2013, Jankowiak i in. 2014, Kpenyigba i in. 2013, Kpenyigba i in. 2015). 
Zaprezentowana analiza procesu perforacji w połączeniu z symulacjami kompu-
terowymi pomoże w analizie wszystkich zależności omówionych w podrozdzia-
le 3.1. Takie podejście, uwzględniające obie metody, może służyć do kalibracji 
parametrów materiałowych łącznie z kryterium zniszczenia oraz do weryfikacji 
warunków kontaktu lub warunków brzegowych. Połączenie wymienionych me-
tod umożliwia wskazanie przyczyn określonego przebiegu eksperymentu. 

3.2.1. Modelowanie konstytutywne 

Aby symulacja komputerowa odzwierciedlała rzeczywisty eksperyment, 
powinno się zastosować właściwy model konstytutywny materiału. Ponadto 
istotne jest określenie (zidentyfikowanie) parametrów tego modelu z wykorzy-
staniem odpowiedniej liczby testów laboratoryjnych na materiale, z którego jest 
wykonana analizowana konstrukcja. W tej monografii wykorzystano podczas 
symulacji balistycznych modele Johnsona-Cooka (JC) (Johnson,  Cook 1985) 
oraz Rusinka-Klepaczki (RK) (Rusinek, Zaera, Klepaczko 2007). Poniżej zosta-
nie zaprezentowany model Rusinka-Klepaczki wraz z jego parametrami materia-
łowymi. Dodatkowo będą podane parametry materiałowe modelu Johnsona- 
-Cooka, który omówiono szczegółowo w rozdziale 1. 

Model Rusinka-Klepaczki omówiono w wielu publikacjach naukowych 
(Rusinek, Zaera, Klepaczko 2007, Rusinek i in. 2009a). Służy on do określenia 
nieliniowej zależności naprężenia podczas plastycznego płynięcia od prędkości 
odkształcenia i temperatury. Z jego zastosowaniem można opisać zachowanie 
materiału, to jest krzywą naprężenie–odkształcenie w szerokim zakresie od-
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kształcenia , prędkości odkształcenia  oraz temperatury . W modelu tym 
zakłada się dla materiału o strukturze BCC, że naprężenie ekwiwalentne , ,  jest sumą naprężenia wewnętrznego (ang. internal) , , 
oraz efektywnego ∗,  zgodnie z następującym równaniem: 

, ,  =  , ,  + ∗, . (3.8) 

W równaniu (3.8)  jest modułem Younga w temperaturze zera bez-
względnego, a  jest modułem Younga zależnym od temperatury zgodnie 
z zależnością: 

 =  1   exp ∗ 1   . (3.9) 

W równaniu (3.9) ∗ to parametr zależny od mikrostruktury materiału, 
a  jest temperaturą topnienia materiału. Dla badanej stali ferrytycznej para-
metr ∗ przyjmuje wartość 0,59 (Rusinek i in. 2009a). Naprężenie wewnętrze 
oblicza się zgodnie z równaniem: 

, ,  = ,  + ,, (3.10) 

w którym  jest odkształceniem odpowiadającym granicy sprężystości. Moduł 
plastyczności  ,  zdefiniowano jako: 

,  =    log ν. (3.11) 

W równaniu (3.11) , ν i  są stałymi materiałowymi. Parametr  jest maksymalną prędkością odkształcenia uwzględnianą w modelu. Po-
nadto w równaniu (3.10) pojawia się również współczynnik wzmocnienia , , zależny od prędkości odkształcenia oraz od temperatury: 

,  =  1     log  . (3.12) 

W równaniu (3.12) ,  i  są stałymi materiałowymi. Parametr  jest minimalną prędkością odkształcenia uwzględnianą w modelu RK. Na-
prężenie efektywne ∗,  oblicza się w modelu RK zgodnie z równaniem: 
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∗,  = ∗ 1     log  ∗. (3.13) 

Parametry ∗,  i ∗ w równaniu (3.13) określają ewolucję naprężenia 
efektywnego w przestrzeni , , podobnie jak w równaniu Arrheniusa (Wró-
blewski 1983). W modelu RK, tak samo jak w modelu JC, jest uwzględniana 
adiabatyczna przemiana materiału, która prowadzi do wzrostu temperatury (roz-
dział 1, równanie 1.18). Identyfikacja wszystkich stałych materiałowych stanowi 
istotny etap poprzedzający symulacje komputerowe. Stosowaną w tym celu pro-
cedurę opisano w literaturze (Kpenyigba i in. 2015, Rusinek i in. 2009a). Stałe 
stali miękkiej ES wykorzystywane w obu modelach przedstawiono w tab. 3.2 
i 3.3. Ich wartości ustalono na podstawie wymaganej liczby testów eksperymen-
talnych, zarówno statycznych, jak i dynamicznych (Kpenyigba i in. 2013, Moć-
ko, Kowalewski 2012). W tabeli 3.4 zaprezentowano stałe fizyczne przyjęte 
w symulacjach komputerowych. 

Tabela 3.2. Stałe materiałowe stali miękkiej ES (model JC)      154 MPa 464 MPa 0,37 0,02 0,0001 1/s 0,7
Tabela 3.3. Stałe materiałowe stali miękkiej ES (model RK)     ν591,6 MPa 0,285 0,018 0,48 0,2∗ ∗    406,3 MPa 2,8 0,19 10 1/s 10 1/s 

Tabela 3.4. Stałe fizyczne stali miękkiej ES      300 K 1600 K 0,9 7800 kg ∙ m  470 J ∙ kg ∙ K 
ν  ∗    0,3 10 1/K 0,59 212 000 MPa

Z uwzględnieniem danych ujętych w tabelach 3.2, 3.3 i 3.4 na rys. 3.12
zaprezentowano wrażliwość omawianej stali miękkiej ES na prędkość odkształ-
cenia. Widać wyraźnie, że model RK wykazuje lepszą zgodność z wynikami 
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testów laboratoryjnych dla prędkości odkształcenia o wartościach większych od 10 1/s.  

Rys. 3.12. Wrażliwość modeli materiałów (JC i RK) na prędkość odkształcenia  

3.2.2. Zależność    oraz energia dyssypowana w eksperymencie 

W tym podrozdziale zostaną zaprezentowane wyniki testów laboratoryj-
nych, w których przebijano blachę ze stali miękkiej ES o grubości 1 mm. Krzy-
we w przestrzeni    uzyskano za pomocą działa gazowego z lufą o średni-
cy 13 mm, opisanego w rozdziale 2 i podrozdziale 3.1. Stosowano pociski 
o różnych kształtach frontu (płaskim, stożkowym i sferycznym). Wyznaczone 
krzywe w przestrzeni    pokazano na rys. 3.13a–c. Jak widać, minimalna 
prędkość początkowa , przy której dochodzi do perforacji,  w przypadku poci-
sków z frontami o kształtach płaskim i stożkowym jest równa 72 m/s, 
a w przypadku pocisku z frontem o kształcie sferycznym wynosi 83,5 m/s. Wy-
niki testów aproksymowano z wykorzystaniem równania (3.5) (Recht, Ipson 
1963), które opisano w podrozdziale 3.1.2. Założono pomijalnie małą masę od-
prysku (współczynnik korekcji  = 1). Należy nadmienić, że maksymalna 
względna masa odprysku  = 0,03 występowała w przypadku użycia pocisków 
z frontem płaskim (największy odprysk miał masę około 1 g). Wartości współ-
czynnika κ uzyskane w wyniku aproksymacji z zastosowaniem funkcji Rechta 
i Ipsona były równe 1,88, 1,82 oraz 1,94, odpowiednio, dla pocisków zakoń-
czonych płasko, stożkowo i sferycznie. Ma to, jak wiadomo, pewien wpływ na 
energię dyssypowaną podczas perforacji (patrz podrozdział 3.1.2). Okazało się, 
że większym prędkościom początkowym (większym od ) odpowiadały więk-
sze wartości energii dyssypowanej (rys. 3.7). 
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a) 

b)  c) 
Rys. 3.13. Krzywe w przestrzeni     blachy ze stali miękkiej ES o grubości 1 mm 

dla pocisków: a) płaskiego, b) stożkowego i c) sferycznego 

Przebieg wielu testów zarejestrowano za pomocą szybkiej kamery Phan-
tom V711. Na podstawie analizy obrazu określono mechanizm perforacji oraz 
prędkość rezydualną pocisku (Kpenyigba i in. 2013). Przykładowe klatki z tych 
filmów zaprezentowano na rys. 3.14–3.16. Przedstawiono na nich procesy prze-
bicia pociskami o frontach: płaskim (rys. 3.14), stożkowym (rys. 3.15) i sferycz-
nym (rys. 3.16) przy prędkości początkowej, odpowiednio: 88,65 m/s, 73,53 m/s i 84,75 m/s oraz rezydualnej: 53,6 m/s, 16,5 m/s oraz 3,2 m/s. 
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                                            a)                            b)                                            c)

  =  88,65 m/s  = 53,6 m/s HSC
Rys. 3.14. Proces przebicia pociskiem z frontem płaskim, a) po 30 μs – uderzenie,  

b) po 151 μs – penetracja i c) po 182 μs – perforacja 

                                           a)                            b)                                             c)

  =  73,53 m/s  = 16,5 m/s HSC
Rys. 3.15. Proces przebicia pociskiem z frontem stożkowym, a) po 30 μs – uderzenie,  

b) po 242 μs –  penetracja i c) po 515 μs –  perforacja 

                                          a)                             b)                                               c)

  =  84,75 m/s  = 3,2 m/s HSC
Rys. 3.16. Proces przebicia pociskiem z frontem sferycznym, a) po 30 μs – uderzenie,  

b) po 363 μs –  penetracja i c) po 727 μs – perforacja 

Na rysunku 3.17 zaprezentowano zmiany energii dyssypowanej przez 
rozważaną blachę stalową w funkcji prędkości uderzenia oraz z uwzględnieniem 
różnych kształtów pocisków. Punktami oznaczono wyniki eksperymentów 
aproksymowane z zastosowaniem równania (3.4). Wykorzystano w nim anali-
tyczne równanie Ipsona-Rechta określone zależnością (3.5) ze stałymi , κ oraz  omówionymi wcześniej w tym podrozdziale. Funkcje aproksymujące ozna-
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czono na rys. 3.17 liniami kreskowymi. Jak widać, we wszystkich przypadkach 
energia dyssypowana wzrasta wraz ze wzrostem prędkości uderzenia. 

Rys. 3.17. Energia dyssypowana przez blachę stalową w przypadku użycia pocisków 
o różnych kształtach 

Istotnym elementem analizy obrazów zarejestrowanych podczas rze-
czywistych eksperymentów było również określenie czasu zniszczenia (przebi-
cia). Czas zniszczenia rozpoczyna się w chwili zetknięcia pocisku z perforowaną
konstrukcją (zilustrowano to na rys. 3.14a, 3.15a i 3.16a), a kończy się w chwili 
przebicia konstrukcji przez front pocisku (zilustrowano to na rys. 3.14c, 3.15c i 
3.16c). Im większa jest prędkość pocisku, tym krótszy jest czas zniszczenia. 
Jednocześnie należy stwierdzić, że po przebiciu konstrukcji na pocisk nie działa-
ją już żadne siły, czyli porusza się on od tego momentu ruchem jednostajnym aż
do zatrzymania przez chwytacz. Ma to istotny wpływ na siłę uderzenia działają-
cą na konstrukcję podczas penetracji, kiedy to prędkość pocisku zmniejsza się
do wartości rezydualnej. Oczywiście mowa tu o sytuacji, gdy prędkość uderze-
nia jest większa od minimalnej prędkości początkowej , przy której dochodzi 
do perforacji. 

3.2.3. Analiza numeryczna 

Zaprezentowane w tym podrozdziale wyniki analizy numerycznej umoż-
liwiły zrozumienie procesów zachodzących w konstrukcji podczas uderzenia. 
Dokonane dzięki licznym eksperymentom weryfikacja i optymalizacja modelu 
numerycznego zapewniły prawidłową interpretację zjawisk zaobserwowanych 
w testach laboratoryjnych. Ponadto w wyniku symulacji komputerowej uzyska-
no dodatkowe informacje, które stanowiły rozszerzenie obserwacji eksperymen-
talnych i zwiększyły możliwości ich zastosowania, np. do pomiaru siły uderze-
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nia (podrozdział 3.2.3.4). W symulacjach komputerowych wykonanych z wyko-
rzystaniem programu Abaqus/Explicit (Abaqus 2015) zastosowano jawną meto-
dę całkowania równań ruchu. Siatkę elementów skończonych przebijanej kon-
strukcji przedstawiono na rys. 3.18. 

Rys. 3.18. Dyskretyzacja modelu stosowanego w symulacjach komputerowych 

Część centralna płytki, złożona z mniejszych elementów, zawierała 110 
tys. elementów skończonych (pięć elementów na grubości). Były to elementy 
C3D8R, czyli bryłowe, liniowe, o zredukowanym całkowaniu i wymiarze 0,2 mm (Abaqus 2015). W pozostałej części płytki zastosowano 73 tys. elemen-
tów skończonych C3D8I będących specjalnymi elementami bryłowymi wyko-
rzystywanymi w strefach zginania, których wymiar mógł znacznie przekraczać
wymiar elementów C3D8R. W omawianym przypadku ich wymiar wynosił 0,5 mm. Obie siatki były połączone w celu zagwarantowania ciągłości prze-
mieszczenia i naprężenia na granicy (ang. constrain *TIE). Część centralna, 
z gęstą siatką, miała średnicę 30 mm, co zapewniało precyzyjne przedstawienie 
mechanizmu zniszczenia. Należy również podkreślić, że jak zwykle w tego typu 
symulacjach, przeanalizowano wpływ gęstości siatki elementów skończonych na 
uzyskane rozwiązanie (Jankowiak, Rusinek, Wood 2013, Jankowiak i in. 2014,
Kpenyigba i in. 2013). Pocisk zdyskretyzowano za pomocą elementów C3D8R 
(prostopadłościany) oraz C3D10M (czworościany). Elementy C3D10M zasto-
sowano w celu dyskretyzacji pocisków o frontach stożkowym i sferycznym. 
Pociski były wykonane ze stali maraging o wysokiej wytrzymałości (o granicy 
sprężystości ok. 2 GPa). Ponieważ podczas żadnego eksperymentu nie ulegały 
one deformacji i zniszczeniu, modelowano je jako ciała sztywne i niedeformo-

Średnica – 30 mm 

Powiększenie strefy uderzenia 
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walne (ang. constrain  *Rigid body). Podczas symulacji komputerowych płytka 
była utwierdzona na obwodzie w celu zapewnienia warunków podobnych jak 
w eksperymencie. Jedynie w symulacjach z uwzględnieniem czujników siły 
model uzupełniono dodatkowymi elementami zgodnie z rys. 3.9. Dynamiczne 
zachowanie przebijanej konstrukcji opisano z zastosowaniem modeli JC lub RK, 
których parametry konstytutywne przedstawiono w podrozdziale 3.2.1. Między 
blachą i pociskiem zastosowano kontakt uwzględniający również powierzchnie 
wewnętrzne, tworzące się podczas erozji materiału po zniszczeniu (Abaqus 
2015). Pocisk uderzał w badaną płytkę stalową z prędkością początkową zmniej-
szającą się na skutek kontaktu z blachą. Siła, pod wpływem której zmniejszała 
się prędkość pocisku, była równa co do wartości sile uderzenia i zależała od 
właściwości mechanicznych stalowej blachy. 

3.2.3.1. Kryterium zniszczenia 

Jak już wspomniano, w symulacjach zastosowano dwa modele materiału 
(JC i RK) w celu określenia ich wpływu na mechanizm zniszczenia oraz energię
dyssypowaną podczas perforacji. Oczywiście było możliwe zastosowanie innych 
modeli materiałów (Abed, Voyiadjis 2007, Glema, Łodygowski, Sumelka 2010, 
Litoński 1977, Łodygowski, Sumelka 2014, Perzyna 1963, Sumelka 2009 oraz 
Zerilli, Armstrong 1987). Modele konstytutywne określające zachowanie dyna-
miczne materiału uzupełniono o kryterium zniszczenia, w którym odkształcenie 
plastyczne podczas zniszczenia jest zależne od wartości współczynnika trójo-
siowości. 

W tym podrozdziale zostaną omówione dwa kryteria zniszczenia: John-
sona-Cooka oraz Wierzbickiego. Uwzględniono wyłącznie wpływ trójosiowego 
stanu naprężenia wyrażonego współczynnikiem trójosiowości η (ang. triaxiality) 
na ekwiwalentne odkształcenie plastyczne podczas zniszczenia . Kry-
terium zaproponowane przez Johnsona i Cooka (Johnson,  Cook 1985) po pomi-
nięciu wpływu temperatury i prędkości odkształcenia przyjmuje postać: 
   =  +  expη. (3.14)

Kryterium zniszczenia JC przedstawiono na rys. 3.19 za pomocą linii 
kropkowej. Parametry zniszczenia (,  i ) wyznaczono wyłącznie na pod-
stawie testów perforacji z uwzględnieniem pocisków z frontami o kształtach 
stożkowym i sferycznym. Inny sposób identyfikacji parametrów kryterium JC 
jest możliwy, ale skutkuje znacznym (o około 180%) przeszacowaniem warto-
ści odkształcenia niszczącego przy czystym ścinaniu (np. w przypadku pocisku 
o froncie płaskim) (patrz rys. 3.19).  
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Rys. 3.19. Porównanie kryteriów zniszczenia 

Kryterium zniszczenia Wierzbickiego przedstawiono w następującej 
formie: 

 =

 1 + 3η                                      13 < η ≤ 0

, + , + ,3η  1 0 < η ≤ 13expη +                  13 < η

. (3.15)

Tabela 3.5. Parametry zniszczenia dla stali miękkiej ES 

Model Johnsona-Cooka   0,25 2,2 2,5
Model Wierzbickiego , ,    1,2 0,6 0,6 0,3 2 2,1

Do identyfikacji parametrów kryterium zniszczenia Wierzbickiego 
(3.15), również zaznaczonego na rys. 3.19, mogą służyć trzy niebieskie punkty 
widoczne na rys. 3.19 (Mae i in. 2008, Wierzbicki i in. 2005). Jak widać, z jego 
zastosowaniem dokładniej określa się odkształcenie niszczące przy czystym 
ścinaniu ,. Parametry obu kryteriów zniszczenia podano w tab. 3.5. 

Kryterium Wierzbickiego spełnia trzy warunki, czyli określa prawidło-
wy mechanizm zniszczenia (przy czystym ścinaniu, jednoosiowym rozciąganiu 
i dwuosiowym rozciąganiu) oraz zapewnia zgodność krzywej w przestrzeni  
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 uzyskanej w wyniku symulacji z wynikami eksperymentu dla wszystkich 
rozważanych kształtów pocisków, co pokazano w podrozdziale 3.2.3.2 na rys. 
3.21. Dlatego też zastosowano je w symulacjach komputerowych procesu perfo-
racji. Można je wykorzystać również w symulacji perforacji konstrukcji grubych 
(masywnych), gdy występuje duże ciśnienie (ujemna wartość współczynnika 
trójosiowości). Tematyka ta wymaga jednak dodatkowej analizy oraz wykonania 
testów laboratoryjnych. Analizę badań balistycznych konstrukcji masywnych 
omówiono między innymi w pracach (Mae i in. 2008, Wierzbicki i in. 2005). 

Na rysunku 3.20 przedstawiono wyniki trzech symulacji komputero-
wych z uwzględnieniem: (1) pocisku z frontem płaskim, η = 0, (2) pocisku 
z frontem stożkowym, η = 1/3, (3) pocisku z frontem sferycznym, η = 2/3. 
Widać wyraźnie, że odkształcenie niszczące było zależne od kształtu pocisku 
oraz od wartości współczynnika trójosiowości. 

Współczynnik trójosiowości 
η = 0 Współczynnik trójosiowości 

η = 1/3 Współczynnik trójosiowości 
η = 2/3

Rys. 3.20. Wyniki symulacji komputerowych z uwzględnieniem pocisków o trzech 
kształtach dla prędkości uderzenia 120 m/s

3.2.3.2. Porównanie krzywych w przestrzeni   
Krzywe w przestrzeni    blachy ze stali miękkiej ES o grubości 1 mm uzyskane dla trzech analizowanych kształtów pocisków w wyniku symula-

cji komputerowych i eksperymentów laboratoryjnych przedstawiono na rys. 3.21. 
Dzięki wykorzystaniu kryterium zniszczenia Wierzbickiego we wszystkich bada-
nych przypadkach otrzymano zadowalające rezultaty. Uzyskano podobne jak 
w eksperymentach laboratoryjnych minimalne wartości prędkości początkowej , przy których dochodzi do perforacji, dla pocisków z frontami płaskim, stoż-
kowym i sferycznym, odpowiednio: 72 m/s, 72 m/s oraz 83,5 m/s. Kształty 
krzywych w przestrzeni     również okazały się zgodne z wynikami ekspe-
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rymentów. Można więc stwierdzić, że wartości energii dyssypowanej przez blachę
stalową były podobne. Jednak mimo wszystko przy większej prędkości uderzenia 
w symulacjach komputerowych zaobserwowano większą prędkość rezydualną niż
podczas eksperymentu. Było to spowodowane po pierwsze przyjętą stałą warto-
ścią (równą 0,2) współczynnika tarcia między pociskiem a blachą stalową, a po 
drugie tym, że prezentowane wyniki symulacji dotyczą modelu wzmocnienia JC, 
który przy dużej prędkości odkształcenia określa niższy poziom naprężenia pły-
nięcia (patrz rys 3.12). Wpływ obu wymienionych czynników przeanalizowano 
w pracy (Jankowiak, Rusinek, Wood 2013). 

a) b)  

c) 
Rys. 3.21. Porównanie wyników symulacji komputerowych i eksperymentów 

z uwzględnieniem pocisków o frontach: a) płaskim, b) stożkowym i c) sferycznym 

  

  

  
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3.2.3.3. Mechanizm zniszczenia w przypadku uderzenia pociskiem  
z frontem stożkowym 

Przedmiotem analizy w tym podrozdziale jest mechanizm zniszczenia 
płytki stalowej  przebijanej pociskiem o froncie stożkowym. Wykazano, że pod-
czas perforacji pociskiem stożkowym kąt rozwarcia stożka ma znaczący wpływ 
na liczbę pęknięć. Obliczenie tej liczby jest możliwe z wykorzystaniem anali-
tycznego modelu Atkinsa (Atkins, Afzal khan, Liu 1998). Na rysunku 3.22
przedstawiono klasyfikację pęknięć (uformowane i nieuformowane) powstają-
cych na skutek perforacji pociskiem z frontem o kształcie stożkowym. 

Rys. 3.22. Pęknięcia uformowane i nieuformowane (ang. petals) 

Zgodnie z modelem Atkinsa (Atkins, Afzal khan, Liu 1998) liczbę pęk-
nięć spowodowanych perforacją pociskiem z frontem o kształcie stożkowym 
można obliczyć, uwzględniając przewężenie blachy (ang. necking), za pomocą
równania: 

 = π 2 + exp  sinφ ⁄   1exp2  1exp2 . (3.16)

W modelu Atkinsa założono, że krzywą naprężenie–odkształcenie mate-
riału wyznacza się za pomocą równania  = . Parametr  określa 
wzmocnienie odkształceniowe i dla stali miękkiej ES przyjmuje wartość 0,9. 
Ponadto w równaniu (3.16) występują następujące parametry:  – granica sprę-
żystości materiału, w przypadku stali miękkiej ES równa 200 MPa,  – grubość
przebijanej blachy, równa 1 mm. Odporność na pękanie  cienkich blach o gru-
bości od 0,666 mm do 1,5 mm określono jako: 

 = 0,8. (3.17)

Uformowane 

Nieuformowane 

1 
2 

I 
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Według modelu Atkinsa początkową średnicę otworu perforacji oblicza 
się z wykorzystaniem wzoru: 

 = 2 tg φ. (3.18)

  
W równaniu (3.16) występuje ponadto wyrażenie  ⁄ . Można je in-

terpretować jako zmianę grubości blachy po kierunku przewężenia. Wpływ tej 
zmiennej na wyniki uzyskiwane z zastosowaniem modelu Atkinsa przedstawio-
no na rys. 3.24a. Ostatnim parametrem w równaniu (3.16) jest , czyli lokalne 
odkształcenie plastyczne w momencie zniszczenia, obliczane na drodze symula-
cji komputerowej testu rozciągania z użyciem siatki MES o wielkości identycz-
nej z zastosowaną w komputerowych symulacjach przebijania (Kpenyigba i in. 
2013). Parametr  ustala się w taki sposób, aby krzywe naprężenie–
odkształcenie uzyskane w wyniku symulacji komputerowej i eksperymentu roz-
ciągania quasi-statycznego były zgodne (aby określały takie samo globalne od-
kształcenie niszczące). W teście rozciągania quasi-statycznego (dla przypadku 
izotermicznego) określono, że lokalne odkształcenie  jest równe 0,4 w mo-
mencie zniszczenia blachy, czyli gdy globalne odkształcenie jest równe 0,26.

Przeprowadzono liczne eksperymenty z uwzględnieniem pocisków stoż-
kowych o różnych wartościach kąta rozwarcia φ (od 20° do 60° – połowa kąta). 
Kształty i wymiary pocisków pokazano na rys. 3.23. Wymiary dobrano tak, aby 
zapewnić równą masę wszystkich pocisków oraz równą energię kinetyczną dla 
wszystkich wartości kąta rozwarcia stożka przy jednakowej prędkości.  

Rys. 3.23. Wymiary pocisków o froncie stożkowym uwzględnione 
w eksperymentach i symulacjach 
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Na rysunku 3.24a zaprezentowano liczbę pęknięć w zależności od kąta 
rozwarcia stożka wyznaczoną według modelu Atkinsa oraz w wyniku własnych 
eksperymentów laboratoryjnych wykonanych na blachach ze stali miękkiej ES 
dla prędkości pocisku 126 m/s. Pokazano liczbę pęknięć odpowiadającą warto-
ści  ⁄  z zakresu od 0,08 do 0,115, który był zbliżony do przyjętego w roz-
ważaniach Atkinsa (Atkins, Afzal khan, Liu 1998).  

a) 

b)  
Rys. 3.24. Liczba pęknięć w funkcji połowy kąta rozwarcia stożka;  

a) model analityczny i eksperyment, b) symulacja komputerowa 

W pracy (Kpenyigba i in. 2013) przedstawiono również sposób określa-
nia wartości  na podstawie symulacji adiabatycznego procesu rozciągania, 
kiedy to następował wzrost wartości  ⁄ . W prezentowanych eksperymentach 

20° 25° 30° 

36° 50° 60° 
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własnych średnia liczba pęknięć malała od sześciu (przy połowie kąta rozwarcia 20°) do trzech (przy połowie kąta rozwarcia 50°). Gdy połowa kąta rozwarcia 
była równa 60°, blacha zachowywała się podobnie jak w przypadku pocisku 
z frontem płaskim – powstał jeden odprysk  (patrz rys. 3.24a i b). Należy stwier-
dzić, że z użyciem modelu Atkinsa nie można określić mechanizmu zniszczenia 
z powstającym pojedynczym odpryskiem. Wykonano również eksperymenty na 
innych materiałach, między innymi na stalach (Kpenyigba i in. 2013, Kpenyigba 
i in. 2015), i zaobserwowano podobne tendencje. Istotne było ponadto, że liczba 
pęknięć nie zależała od początkowej prędkości pocisku. 

3.2.4. Siła uderzenia 

Ważnym elementem badań procesu perforacji jest pomiar siły uderzenia. 
W tym podrozdziale zostanie przedstawiona uproszczona metoda jej pomiaru na 
podstawie wyznaczonego czasu zniszczenia (przebicia). Można ją stosować
zarówno w eksperymentach, jak i w symulacjach komputerowych.  W ekspery-
mencie czas zniszczenia może być określony za pomocą szybkiej kamery (patrz 
rys. 3.14–3.16). Należy wówczas uwzględnić częstotliwość zapisu klatek nagra-
nia oraz wskazać, w której klatce pocisk znajduje się w bezpośrednim kontakcie 
z blachą, a w której ją przebija. Rozdzielczość czasowa nagrań wykonanych za 
pomocą szybkiej kamery podczas eksperymentów była równa 30 μs, niezależnie 
od prędkości pocisku. Czas zniszczenia jest oczywiście odwrotnie proporcjonal-
ny do prędkości pocisku. Podobnej analizy dokonano w symulacjach kompute-
rowych. Ze względu na różny czas symulacji przy małej (bliskiej ) i dużej 
prędkości pocisku rozdzielczość czasowa zapisu mieściła się w zakresie od 10 μs do 50 μs. Wyniki eksperymentów i symulacji komputerowych przedsta-
wiono na rys. 3.25. Zgodność wyników numerycznych i eksperymentalnych jest 
akceptowalna mimo błędów wynikających chociażby z rozdzielczości czasowej. 
Istotne jest, że tę metodę zastosowano w obu przypadkach.  

Na rysunku 3.25a pokazano, że w przypadku użycia pocisku o froncie 
płaskim (< 300 m/s czas zniszczenia jest znacznie krótszy niż w przypadku 
użycia innych pocisków; to również świadczy o tym, że siła uderzenia jest więk-
sza ze względu na większe opóźnienie pocisku podczas perforacji. W przypadku 
pocisku o froncie płaskim następuje szybkie ścięcie blachy i powstaje odprysk.  

W uproszczonej metodzie obliczania siły uderzenia wykorzystuje się
określone w teście balistycznym prędkości uderzenia , prędkości rezydualne  oraz czasy zniszczenia . Znając masę pocisku , można obliczyć siłę 
zarówno w eksperymencie (), jak i w symulacji () z wykorzystaniem 
równania (3.7). Przy założeniu stałego opóźnienia pocisku podczas perforacji 
można oszacować średnią siłę uderzenia. Podczas symulacji istnieje możliwość
zapisu zarówno zmiany prędkości pocisku, jak i bezpośrednio jego opóźnienia 
i tym samym określenia impulsu siły uderzenia (Bektaş, Ağır 2013, Hockauf 
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i in. 2007, Jankowiak, Rusinek, Wood 2013, Jankowiak i in. 2014, Rusinek i in. 
2008b, Rusinek i in. 2009b). We wcześniejszych eksperymentach dotyczących 
przebijania stali miękkiej (Jankowiak, Rusinek, Wood 2013, Jankowiak i in. 
2014) nie wykorzystywano czujników siły do pomiaru siły uderzenia (patrz rys. 
3.8). W dalszej części rozdziału będzie zaprezentowana zastosowana w następ-
nych testach metoda pomiaru siły uderzenia oparta na użyciu czujników piezoe-
lektrycznych. 

a) b) 

c) 
Rys. 3.25. Czas zniszczenia w przypadku pocisków:  

a) płaskiego, b) stożkowego, c) sferycznego 

Siłę uderzenia pocisku sferycznego analizowano z uwzględnieniem 
dwóch wartości prędkości uderzenia: 88 m/s i 121 m/s. Na rysunkach 3.26a i b 
pokazano impulsy siły  obliczone na podstawie symulacji komputerowej. 
Siła ta powoduje opóźnienie pocisku podczas perforacji i jednocześnie oddziału-
je na badaną konstrukcję. Maksymalne wartości  są równe, odpowiednio, 9310 N oraz 9620 N dla dwóch rozważanych prędkości uderzenia.  

Dane, które wzięto pod uwagę podczas analizy obu wykresów, przed-
stawiono również w tab. 3.6 łącznie z wyjaśnieniem oznaczeń.  
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a) b)  
Rys. 3.26. Siła uderzenia pocisku z frontem sferycznym przy prędkości:  

a) 88 m/s oraz b) 121 m/s
Tabela 3.6. Wyniki eksperymentów i symulacji przy prędkości uderzenia 88 m/s i 121 m/s

Typ 
Prędkość
uderzenia 

(m/s) 

Prędkość
rezydualna 

(m/s) 

max 
(N) 


(μs) 


(μs) 


(N) 


(N) 

Symulacja 88,0 23,0 9310 490 – 3820 –
Eksperyment 87,7 23,8 – – 545 – 3616 

Symulacja 121,0 93,8 9620 190 – 4070 –
Eksperyment 121,9 89,2 – – 242 – 4065 

Oznaczenia: 

– siła uderzenia obliczona na podstawie opóźnienia pocisku, 
– czas zniszczenia określony na podstawie , 
– czas zniszczenia, 
– średnia siła obliczana na podstawie , 
– siła teoretyczna. 

Należy zauważyć, że wartości siły teoretycznej obliczane na podstawie 
eksperymentów i symulacji okazały się podobne, gdyż zarówno krzywe w prze-
strzeni    (rys. 3.21), jak i czasy zniszczenia (rys. 3.25) były zbliżone. 
Dodatkowo warto zaznaczyć, że w zasadzie siła  była prawie równa sile , 
czyli średniej wartości impulsu siły . Wartości  i  wynosiły 3616 N
i 3820 N dla prędkości uderzenia 88 m/s oraz 4065 N i 4070 N dla prędkości 
uderzenia 121 m/s (patrz tab. 3.6). 
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Impulsowy charakter siły uderzenia został potwierdzony w wielu pra-
cach (Bektaş, Ağır 2013, Hockauf i in. 2007, Jankowiak, Rusinek, Wood 2013, 
Jankowiak i in. 2014). Założono więc, że jej przebieg ma postać następującej 
funkcji parabolicznej:  =  + . (3.19)

Zastosowanie funkcji (3.19) umożliwia dość dokładne odwzorowanie 
impulsu siły uderzenia. W równaniu (3.19)  i  są parametrami obliczonymi 
w wyniku minimalizacji następującego funkcjonału: 

min arg,  1 〈〉     


       dla     < . (3.20)

W zadaniu minimalizacji funkcjonału (3.20) parametry  i  impulsu si-
ły (równanie 3.19) są wyznaczane na podstawie siły teoretycznej . Problem 
minimalizacji jest rozwiązywany dla  ∈ 〈0; 〉. Należy dodatkowo stwierdzić, że 
minimalizowany funkcjonał zawiera również funkcję Macaulaya 〈∗〉, która przyj-
muje wartość ∗, gdy ∗≥ 0, oraz wartość 0, gdy ∗< 0. Zastosowanie tej funkcji 
powoduje, że siła uderzenia nie może być ujemna, co jest istotnym warunkiem. 
Dodatkowo należy założyć, że siła uderzenia spełnia następujące warunki: 0 = 0 i  = 0. Wynik identyfikacji przedstawiono na rys. 3.27, na któ-
rym porównano dwa impulsy siły uderzenia: uzyskany w wyniku symulacji 
i wyznaczony metodą optymalizacji na podstawie wartości siły teoretycznej.   

a) b) 
Rys. 3.27. Porównanie impulsów siły uzyskanych w wyniku symulacji oraz z zastoso-
waniem modelu analitycznego na podstawie wartości siły teoretycznej dla pocisku sfe-

rycznego i prędkości: a) 88 m/s oraz b) 121 m/s 
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Wyznaczone wartości parametrów  i  przedstawiono w tab. 3.7 
łącznie z maksymalnymi wartościami siły uderzenia uzyskanymi zarówno w 
wyniku symulacji (max ), jak i z zastosowaniem modelu analitycznego 
().  

Tabela 3.7. Wynik minimalizacji oraz porównanie sił maksymalnych 

Siła uderzenia  N/s  N/s max N  N Błąd %88 m/s 1,228 411 9310 9264 0,5121 m/s 3,168 2,6412 9620 9467 1,6
Wyniki powyższej analizy świadczą o tym, że w obu rozpatrywanych 

przypadkach (prędkość uderzenia 88 m/s i 121 m/s) zastosowanie modelu 
analitycznego zapewnia wyznaczenie impulsu siły uderzenia z wymaganą do-
kładnością (błąd mniejszy niż 2%). Podobną analizę wykonano dla wszystkich 
badanych kształtów pocisków. Na podstawie jej wyników można uznać, że jest 
to prawidłowy sposób oszacowania maksymalnej siły uderzenia na podstawie 
trzech wielkości, czyli prędkości uderzenia , prędkości rezydualnej  oraz 
czasu zniszczenia . 

Kolejnym etapem badań były pomiary siły uderzenia za pomocą czujni-
ków piezoelektrycznych. W pracy (Zhong i in. 2016) opisano trudności związa-
ne z ich stosowaniem podczas testów balistycznych. W opisywanych badaniach 
wykorzystano czujniki przeznaczone do zastosowań tego typu, sprzedawane 
przez renomowaną firmę (Zhong i in. 2016). Zmodyfikowane stanowisko ba-
dawcze pokazano na rys. 3.9 i 3.28.  

Rys. 3.28. Schemat stanowiska pomiarowego z zaznaczeniem usytuowania czujników 
siły uderzenia 

Czujniki 1, 2 

Pocisk

Blacha stalowa 

Czujniki 3, 4 

 Mocowanie

Masa: 5300 g
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Mierzono siłę uderzenia pocisków z frontem stożkowym (o masie 30 g) 
w arkusze blachy ze stali S235JR o grubości 1,5 mm i 2 mm (Zhong i in. 2016). 
Na rysunku 3.28 przedstawiono sposób mocowania arkuszy blachy, zapewniający 
ich całkowite utwierdzenie i pomiar siły przez cztery czujniki piezoelektryczne.

Poniżej zostaną przedstawione najważniejsze wyniki badań dla blachy 
o grubości 1,5 mm. Krzywą w przestrzeni    przedstawiono na rys. 3.29, 
porównując wyniki symulacji komputerowych i eksperymentów (Zhong i in. 
2016). W cytowanej pracy podano dane materiałowe stali S235JR. Odtworzenie 
krzywej w przestrzeni    nie było trudne; należy jedynie stwierdzić, że jej 
przebieg nie zależał od sposobu podparcia (mocowanie z czujnikami siły lub, jak 
w poprzednim przypadku, bez nich). Uderzenie pociskiem stożkowym powoduje 
zniszczenie materiału na skutek jednoosiowego rozciągania dla wartości , = 1,5 (patrz równanie 3.15).  

Rys. 3.29. Krzywa w przestrzeni    dla , = 1,5 (równanie 3.15) 

Kolejnym przedmiotem rozważań była siła uderzenia. Przeanalizowano 
wartość tej siły uzyskiwaną w eksperymentach, zmierzoną z użyciem prawidłowo 
skalibrowanych czujników piezoelektrycznych. Dla prędkości uderzenia 101 m/s
odczytano w eksperymencie maksymalną wartość siły uderzenia, równą 43 kN
(patrz rys. 3.30a). Dla prędkości 150 m/s uzyskano wartość mniejszą: 26 kN. 
W symulacjach komputerowych pełnego modelu (zawierającego elementy przed-
stawione na rys. 3.28) uzyskano podobne wyniki (patrz rys. 3.30a). Na podstawie 
wcześniejszych analiz wykazano, że siła uderzenia rosła wraz z jego prędkością. 
Dla porównania na rys. 3.30b pokazano wartość siły uderzenia zarejestrowaną
w symulacji komputerowej na podstawie opóźnienia pocisku. Jak widać, przy 
mniejszej prędkości pocisku (101 m/s) siła uderzenia wynosi 9,8 kN, natomiast 
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przy większej prędkości (150 m/s) jest równa 11,4 kN. A zatem wartości siły 
obliczane na podstawie opóźnienia pocisku są znacznie mniejsze niż zmierzone za 
pomocą czujników piezoelektrycznych (Zhong i in. 2016). 

Jak już wykazano wcześniej (rys. 3.26), wartości siły uderzenia uzyska-
ne na podstawie symulacji były zależne od średniej siły uderzenia, którą można 
oszacować zarówno eksperymentalnie, jak i numerycznie, znając kształt krzywej 
w przestrzeni    oraz czas zniszczenia. Jednak wartości średniej siły ude-
rzenia są dużo mniejsze (nawet ośmiokrotnie) od wartości zarejestrowanych za 
pomocą czujników piezoelektrycznych.  

Sprzężenie metod eksperymentalnych i symulacji komputerowych do-
prowadziło do konkluzji, że w eksperymencie nie mierzy się siły uderzenia, ale 
inną siłę, zależną od warunków brzegowych. Dzięki połączeniu tych metod udo-
wodniono, że jej wartość jest zależna od sposobu mocowania arkuszy blachy. 
Zmieniała się na przykład, gdy między blachą a mocowaniem umieszczono gu-
mową przekładkę, a także, gdy zrezygnowano z frontowej ramki (zaznaczonej 
czerwonym kolorem na rys. 3.28) i w celu umocowania blachy zastosowano 
podwójną taśmę przylepną. Innym testowanym rozwiązaniem było zastosowanie 
mocowań aluminiowych, lżejszych od mocowania podstawowego, którego masa 
wynosiła 5,3 kg. W każdym z tych przypadków za pomocą czujników zareje-
strowano inną wartość siły uderzenia (mimo że krzywa w przestrzeni   
nie ulegała zmianie). Warto również zauważyć, że czas trwania impulsu siły 
zmierzony za pomocą czujników piezoelektrycznych był inny niż czas zniszcze-
nia. Na rysunkach 3.30a i b widać, że długość impulsu zmierzona za pomocą
czujników jest równa około 250 μs przy większej prędkości (150 m/s) i 320 μs
przy prędkości mniejszej (101 m/s), a czas zniszczenia wynosi, odpowiednio, 
około 200 μs i 500 μs.  

a) b) 
Rys. 3.30. Siła uderzenia: a) zmierzona za pomocą czujników (eksperyment i symulacja) 

oraz b) obliczona na podstawie opóźnienia pocisku (symulacja) 
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Zmiana warunków brzegowych (sposób mocowania arkuszy blachy) 
wpływała zarówno na przebieg, jak i na maksymalną wartość siły zarejestrowa-
ną za pomocą czujników piezoelektrycznych. Główne znaczenie miała tu masa 
elementów mocujących. Zastosowanie aluminiowych elementów mocowania 
prowadziło do określenia większej siły uderzenia, a użycie np. taśmy dwustron-
nej – do określenia mniejszej siły uderzenia (Zhong i in. 2016). Zatem można 
stwierdzić, że wartość siły uderzenia zmierzona za pomocą czujników piezoe-
lektrycznych tylko w niewielkim stopniu zależy od właściwości materiału, 
z którego wykonana jest blacha. Nie należy więc jej mierzyć z użyciem tych 
czujników, mimo że producent sprzedaje je jako produkty przeznaczone do tego 
celu. 
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4. Test dynamicznego rozciągania  
z użyciem pręta Hopkinsona 

 
Dynamiczna wytrzymałość na rozciąganie jest właściwością materiału 

mającą istotny wpływ na zachowanie konstrukcji poddanej obciążeniom wyjąt-
kowym, np. uderzeniu fali wybuchowej lub pocisku. W tym rozdziale zostanie 
przeanalizowany sposób wyznaczania dynamicznej wytrzymałości na rozciąga-
nie z użyciem pręta Hopkinsona. Testowanym materiałem było szkło, charakte-
ryzujące się asymetrią wytrzymałości na rozciąganie i ściskanie, a także wrażli-
wości na prędkość deformacji. 

4.1. Badania laboratoryjne 

W niniejszym podrozdziale zaprezentowano metodę badania wytrzyma-
łości dynamicznej materiałów kruchych przy dużej prędkości odkształcenia 
(z zakresu od 20	1/s do 1000	1/s). Można ją zastosować zarówno w przypadku 
szkła, jak i betonu. Specyfika materiału musi jednak być uwzględniona w budo-
wie stanowiska pomiarowego. Stanowisko to składa się z działa gazowego, które 
służy do rozpędzenia aluminiowego pocisku, z dwóch prętów: transmitującego 
i pomiarowego oraz z badanej walcowej próbki (patrz rys. 4.1). Taki schemat 
jest stosowany w badaniach jednorodnego materiału (np. szkła), gdy testowane 
próbki mogą mieć małą średnicę, rzędu kilku milimetrów (Jankowiak, Rusinek, 
Wood 2013, Nyoungue i in. 2005). Użycie dwóch prętów pomiarowych umoż-
liwia przekazanie fali podłużnej wywołanej uderzeniem z pocisku na badaną
próbkę. Gdy testowany materiał jest mniej jednorodny, np. jeżeli jest to beton, 
próbka musi mieć większą średnicę; wówczas istnieje możliwość pominięcia 
pręta pomiarowego i przekazania fali podłużnej wywołanej uderzeniem z poci-
sku na próbkę tylko za pośrednictwem pręta transmitującego. Taki schemat sta-
nowiska do badania betonu stosowali między innymi Klepaczko i Brara (Janko-
wiak 2011, Klepaczko, Brara 2001). 

Rys. 4.1. Schemat pręta Hopkinsona do badania wytrzymałości dynamicznej 

Istnieje też kilka innych metod wyznaczania dynamicznej wytrzymałości 
na rozciąganie materiałów kruchych. Powszechnie stosuje się test brazylijski 
z wykorzystaniem pręta Hopkinsona (Chen i in. 2014, Tedesco i in. 1997). Stał 
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się on standardem przy wyznaczaniu dynamicznej wytrzymałości skał, zatwier-
dzonym przez ISRM (International Society for Rock Mechanics) w 1978 roku. 
Podczas testu walcową próbkę umieszcza się między prętami pomiarowymi w taki 
sposób, aby jej oś była prostopadła do osi prętów. Zniszczenie pojawia się
w płaszczyźnie utworzonej przez obie osie po przekroczeniu dynamicznej wy-
trzymałości na rozciąganie. Wykorzystuje się również zmodyfikowany pręt Hop-
kinsona z próbką wklejoną między prętami pomiarowymi. Podczas eksperymentu 
z jego użyciem falę rozciągającą w pręcie inicjującym wywołuje się za pomocą
hydraulicznego aktuatora (Albertini, Montagnani 1994, Reinhardt, Kormeling, 
Zieliński 1986 i Zieliński 1982).  

Podczas testowania dynamicznej wytrzymałości szkła z zastosowaniem 
stanowiska zaprezentowanego na rys. 4.1 mierzy się prędkość pocisku  oraz 
odkształcenie w prętach wykonanych z aluminium. Na podstawie analizy fal od-
kształcenia można wyznaczyć wartość naprężenia krytycznego (wytrzymałość
dynamiczną)  w próbce oraz czas zniszczenia . Wymiary wszystkich elemen-
tów stanowiska do badania wytrzymałości dynamicznej przedstawiono w tab. 4.1.  

Tabela 4.1. Wymiary oraz parametry materiałowe podstawowych elementów stanowiska 
do badania wytrzymałości szkła 

Pocisk Pręt transmitujący 
długość 	mm 320 długość 	mm 1500
średnica φ	mm 20 średnica φ	mm 20
moduł Younga  	GPa 71 moduł Younga  	GPa 71
gęstość 	kg/m 2900 gęstość 	kg/m 2900
współczynnik Poissona ν 0,33 współczynnik Poissona ν 0,33

Próbka Pręt pomiarowy 
długość 	mm 160 długość 	mm 1500
średnica φ	mm 8 średnica φ	mm 8
moduł Younga  	GPa 70 moduł Younga  	GPa 71
gęstość 	kg/m 2508 gęstość 	kg/m 2900
współczynnik Poissona ν 0,23 współczynnik Poissona ν 0,33
W rozpatrywanym przypadku nie umieszczono tensometru na próbce, ale 

rejestrowano fale odkształcenia zarówno na pręcie pomiarowym, jak i na pręcie 
transmitującym. Podczas eksperymentu stosowano dwie metody określania dy-
namicznej wytrzymałości materiału (Jankowiak, Rusinek, Wood 2013, Nyoun-
gue i in. 2005).  

Pierwsza z nich polega na określeniu czasu zniszczenia  oraz krytycz-
nego naprężenia  na podstawie fali odkształcenia zarejestrowanej na pręcie 
pomiarowym (patrz rys. 4.2). 
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Rys. 4.2. Przebieg zmian naprężenia w próbce szklanej przy prędkości pocisku   15	m/s  
W wyniku eksperymentu przeprowadzonego dla prędkości pocisku   15	m/s określono wytrzymałość dynamiczną szkła jako krytyczne napręże-

nie  występujące w chwili jego zniszczenia  (czas zniszczenia). W omawia-
nym przypadku wyznaczono te parametry jako   163	MPa i   0,11	ms
(patrz rys. 4.2). Autorzy pracy (Nyoungue i in. 2005) wykonali eksperymenty 
z wykorzystaniem stanowiska badawczego przedstawionego na rys. 4.1 dla róż-
nych prędkości początkowych pocisku . Określili punkty w przestrzeni   dla tych testów (patrz rys. 4.3). Na wykresie wskazano punkt (zaznaczony 
czerwonym kolorem), który odpowiada przebiegowi zmian naprężenia w próbce 
szklanej przedstawionemu na rys. 4.2.  

Rys. 4.3. Zależność naprężenia krytycznego  od czasu zniszczenia 
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Druga metoda wyznaczania dynamicznej wytrzymałości materiału jest 
oparta na zastosowaniu kumulatywnego kryterium zniszczenia (ang. cumulative 
failure criterion – CFC) (Campbell 1953, Jankowiak 2011, Klepaczko, Brara 
2001 oraz Stolarski 2004). Polega ona na obliczaniu dynamicznej wytrzymałości 
materiału kruchego za pomocą następującego kryterium całkowego: 

  
  




. (4.1)

Kumulatywne kryterium zniszczenia (KKZ) początkowo było stosowane 
do określania dynamicznej wytrzymałości betonu na rozciąganie (Jankowiak 
2011, Klepaczko, Brara 2001 oraz Stolarski 2004). W równaniu (4.1)  ozna-
cza quasi-statyczną wytrzymałość materiału,  jest krytycznym czasem znisz-
czenia, a  – parametrem związanym z aktywacją energii podczas procesu pęka-
nia (Jankowiak 2011, Jankowiak, Rusinek, Wood 2013 oraz Klepaczko, Brara 
2001). Z wykorzystaniem KKZ wyznacza się akumulację energii w materiale 
przed jego zniszczeniem, a także, co jest szczególnie ważne, oblicza się, przez 
jaki czas  materiał może przenosić obciążenie przekraczające quasi-statyczną
wytrzymałość .  

Przy założeniu liniowej zmiany naprężenia w czasie    (współ-
czynnik kierunkowy    ⁄ ) kumulatywne kryterium zniszczenia (KKZ) 
(równanie 4.1) może zostać scałkowane; zapisuje się je wtedy w jawnej postaci: 
 

    + 1  
. (4.2)

 
Optymalne wartości parametrów ,  oraz  wyznaczono z zastoso-

waniem metody najmniejszych kwadratów i przedstawiono w tabeli na rys. 4.3. 
Krzywą reprezentującą kryterium zniszczenia, opisaną równaniem (4.2), zazna-
czono na rys. 4.3 kolorem czerwonym. Przyjęto również wytrzymałość quasi- 
-statyczną  równą 30,5	MPa, ponieważ taką wartość uzyskano w wyniku eks-
perymentu dla badanego szkła (Nyoungue i in. 2005). Optymalne wartości pozo-
stałych parametrów były następujące:   1,297,   0,36656	ms. Różnią się
one od prezentowanych w pracy (Nyoungue i in. 2005). Jest to spowodowane 
najprawdopodobniej błędem obliczeniowym, co opisano szczegółowo w pracy 
(Jankowiak, Rusinek, Wood 2013).  
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4.2. Analiza propagacji fal w prętach 

Tematem tego podrozdziału jest analiza propagacji fal w prętach stano-
wiska badawczego (rys. 4.1). W opisywanym teście w próbce szklanej pojawiało 
się pęknięcie na skutek przekroczenia dynamicznej wytrzymałości na rozciąga-
nie. Jednak przed pojawieniem się pęknięcia zachowanie kruchego materiału 
było liniowo sprężyste. Zatem z zastosowaniem teorii propagacji fal sprężystych 
można opisać analitycznie zjawiska falowe zachodzące po uderzeniu pocisku 
w pręt transmitujący, interakcję obu prętów oraz mechanizm powstawania pęk-
nięcia w badanej próbce (Jankowiak, Rusinek, Wood 2013). Propagacja fali 
wzdłuż prętów odbywała się z prędkością , zależną od modułu Younga  oraz 
gęstości  (   ⁄ ). W analizie propagacji fal należało wziąć pod uwagę, że 
pręty transmitujący i pomiarowy miały różne średnice. Mimo że oba pręty były 
wykonane z tego samego materiału, miały różną impedancję    ( – pole 
przekroju pręta). W związku z tym część fali była transmitowana na granicy obu 
prętów, a część – odbijana (Jankowiak 2011, Jankowiak, Rusinek, Wood 2013, 
Klepaczko, Brara 2001, Nyoungue i in. 2005). Analiza zjawisk falowych zapre-
zentowana poniżej rozpoczęła się w chwili uderzenia pocisku w pręt transmitu-
jący z prędkością . Proces propagacji fal we wszystkich elementach systemu 
pomiarowego i powstawania pęknięcia podzielono na cztery etapy. 
Etap 1 

W pręcie transmitującym powstaje fala ściskająca o intensywności na-
prężenia: 

  12, (4.3)

gdzie czas trwania impulsu naprężenia: 

  2 . (4.4)

W równaniach (4.3) i (4.4) indeks dolny  odnosi się do pręta transmitującego, 
a indeks  do pocisku. Impedancję pręta transmitującego oblicza się jako: 

  	, (4.5)

gdzie 	 jest polem przekroju pręta transmitującego. 
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Etap 2 

Fala ściskająca naprężenia  propaguje się w pręcie transmitującym aż
do powierzchni kontaktu z prętem pomiarowym. Wtedy na skutek różnicy impe-
dancji w pręcie pomiarowym: 

  	, (4.6)

gdzie  jest polem przekroju pręta pomiarowego, fala o intensywności naprę-
żenia: 

  2 +   (4.7)

jest transmitowana do pręta pomiarowego jako fala ściskająca. Z kolei fala 
o intensywności naprężenia: 

     +   (4.8)

jest odbijana od powierzchni kontaktu i propaguje się z powrotem wzdłuż pręta 
transmitującego jako fala rozciągająca o intensywności . 
Etap 3 

Fala ściskająca o intensywności  propaguje się wzdłuż pręta pomia-
rowego aż do granicy z próbką, której impedancja: 

  	, (4.9)

gdzie  to pole przekroju próbki. Fala ściskająca o intensywności naprężenia: 

  2 +   (4.10)

jest transmitowana do próbki, a fala o intensywności naprężenia: 

     +   (4.11)

na skutek różnicy impedancji jest odbijana. 
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Etap 4 
Fala ściskająca o intensywności  propaguje się następnie wzdłuż te-

stowanej próbki, odbijając się od swobodnej powierzchni, i powraca jako fala 
rozciągająca, która niszczy próbkę. Naprężenie, przy którym proces ten zacho-
dzi, jest równe wytrzymałości dynamicznej . 

Tabela 4.2. Wartości intensywności naprężenia fal w prętach  
dla dwóch prędkości pocisku 

 s
równanie (4.4) 

	MPa
równanie (4.3) 

MPa
równanie (4.7) 

MPa
równanie (4.8) 7	m/s 0,0001293 50,222 86,590 36,36715	m/s 107,619 185,550 77,931

 

 MPa
równanie (4.10) 

MPa
równanie (4.11) 

	m/s 	m/s 	m/s
7	m/s 90,039 3,449 5283,056 4948,006 4948,00615	m/s 192,940 7,390    

W celu zobrazowania procesu zachodzącego podczas testu w tab. 4.2 
pokazano wartości intensywności naprężenia, które uzyskano z zastosowaniem 
równań (4.3)–(4.11) oraz z uwzględnieniem danych przedstawionych wcześniej 
w tab. 4.1 i dwóch prędkości pocisku: 7	m/s i 15	m/s.  
4.3. Porównanie wyników eksperymentalnych oraz teoretycznych 

Na rysunku 4.4 przedstawiono przebieg fal naprężenia w prętach 
transmitującym i pomiarowym oraz w próbce przy założeniu, że pomiarów do-
konano na ich środku. W celu graficznego przedstawienia analitycznego rozwią-
zania problemu (patrz podrozdział 4.2) wykorzystano dane przedstawione w tab. 
4.1 oraz 4.2. Porównano przebiegi zmian naprężenia w pręcie transmitującym 
uzyskane na drodze analitycznej i eksperymentalnej (Nyoungue i in. 2005). 
Z porównania tego wynika, że urządzenie stosowane w opisanych eksperymen-
tach zostało źle skalibrowane. Po pierwsze, fala przychodząca zaobserwowana 
podczas eksperymentu była za krótka w stosunku do długości pocisku. Jej dłu-
gość odpowiadała długości pocisku równej ok. 230	mm, a nie ok. 320	mm, co 
określono w (Nyoungue i in. 2005). Po drugie, tensometr nie mógł zostać nakle-
jony na środku pręta transmitującego, gdyż fala odbita pojawiała się w nim zbyt 
szybko, po przebyciu drogi 1687	mm, a nie 2250	mm, co jest zgodne z opisem. 
Poziom naprężenia fali transmitującej był niezgodny z wartością odpowiadającą
prędkości pocisku 7	m/s, co mogło być związane z jej błędnym pomiarem. 
W związku z tym na podstawie omawianych eksperymentów nie można po-
prawnie określić wytrzymałości dynamicznej  i czasu zniszczenia . 
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Rys. 4.4. Schematyczne przedstawienie propagacji fali wzdłuż prętów dla prędkości 

pocisku 7	m/s
Jak wykazano powyżej, istnieje możliwość testowania wytrzymałości 

kruchego materiału pod wpływem obciążeń dynamicznych. Jednak zawsze po-
trzebna jest weryfikacja procedury, np. z wykorzystaniem metody elementów 
skończonych lub metod analitycznych, ponieważ podczas eksperymentu znisz-
czenie powstaje w wyniku zaawansowanego procesu interakcji i propagacji fal. 
Z zastosowaniem metody eksperymentalnej opisanej w tym rozdziale można 
przyłożyć do próbki duże obciążenie z jednoczesnym zapewnieniem dużej pręd-
kości deformacji. 

W wyniku zaprezentowanej analizy okazało się, że sprawdzając wyniki 
testów eksperymentalnych, można wykryć pewne nieścisłości. W podrozdziale 
4.4 zostanie zaproponowana skorygowana metoda zapewniająca prawidłowe 
wyznaczenie dynamicznej wytrzymałości materiału kruchego. 

4.4. Symulacja komputerowa 

Symulacja komputerowa procesu propagacji i interakcji fal sprężystych 
w prętach jest istotnym elementem analizy zniszczenia próbki kruchego materia-
łu. W tabeli 4.1 zaprezentowano wszystkie wymiary prętów będących elemen-
tami stanowiska pomiarowego, użyte do zbudowania pełnego trójwymiarowego 
modelu z wykorzystaniem programu Abaqus/Explicit (Abaqus 2015). Przyjęto 
ośmiowęzłowe liniowe elementy skończone (objętościowe) o nazwie C3D8R, 
o trzech translacyjnych stopniach swobody i zredukowanym całkowaniu. Jedno-
rodną strukturalną siatkę tych elementów skończonych zastosowano do dyskre-
tyzacji pocisku, prętów transmitującego i pomiarowego oraz próbki. Okazało 
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się, że przed dotarciem fali do próbki, kiedy następowało jej uszkodzenie, proces 
był fizycznie liniowy (zastosowano prawo Hooke’a). Zapewniono kontakt mię-
dzy wszystkimi częściami modelu. Zdefiniowano prawo tarcia (ze współczynni-
kiem 0,2) między pociskiem a prętem transmitującym oraz między prętem 
transmitującym a prętem pomiarowym i między prętem pomiarowym a próbką. 
Dodatkowo między próbką a prętem pomiarowym zastosowano opcję bez roz-
dzielenia (ang. no separation) ze względu na doklejenie próbki testowanego 
materiału do pręta pomiarowego podczas rzeczywistych testów eksperymental-
nych. Przyjęto, że długość elementów siatki MES wynosi 2	mm (charaktery-
styczna długość elementów skończonych), równomiernie dla wszystkich części 
modelu. Wcześniej rozpatrzono wpływ wielkości elementów siatki MES na pro-
pagację i interakcję fal w prętach, wykorzystując w tym celu analityczne rozwią-
zanie problemu Skalaka (Skalak 1957, Jankowiak, Klepaczko, Łodygowski 
2006). W innej pracy (Jankowiak 2011) wykazano, że rozwiązanie dynamiczne 
jest niezależne od wielkości elementów siatki MES. W symulacjach kompute-
rowych wzięto pod uwagę wartości prędkości pocisku wybrane z zakresu od 3	m/s do 25	m/s.  

Na rysunku 4.5 porównano rozwiązanie uzyskane na drodze analitycznej 
oraz wynik symulacji komputerowej dla prędkości pocisku równej 7	m/s. Wi-
dać na nim przebieg rozwiązania analitycznego (prostokątne impulsy) oraz sy-
gnały oscylujące wokół tego rozwiązania uzyskane w wyniku symulacji kompu-
terowej z zastosowaniem metody elementów skończonych i jawnego całkowania 
równań ruchu (Abaqus/Explicit).  

Rys. 4.5. Porównanie rozwiązania analitycznego i wyników symulacji komputerowej 
propagacji fali wzdłuż prętów dla prędkości pocisku 7	m/s (znaczenie numerów 1–6 

podano w tab. 4.3) 
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Tabela 4.3. Zestawy danych oznaczone numerami  1–6 na rys. 4.5 

Nr Oznaczenie 
Intensywność

naprężenia 
(MPa) 

Rodzaj fali 
Odległość od 
miejsca ude-
rzenia (mm) 

Pręt 

1  50,2	 przychodząca 750 transmitujący 
2  36,4	 odbita 750 transmitujący 
3  86,6 transmitowana 2250 pomiarowy 
4  3,4 odbita 2250 pomiarowy 
5  90,0 transmitowana 3040 próbka 

6 określa wytrzymałość na 
dynamiczne rozciąganie odbita 3040 próbka 

Fala ściskająca o intensywności , powstała na skutek uderzenia poci-
sku w pręt transmitujący o średnicy 20	mm, propagowała się wzdłuż tego pręta. 
Punkt pomiarowy był usytuowany w odległości 750	mm od miejsca uderzenia. 
Następnie, po dotarciu fali do granicy między prętami transmitującym i pomia-
rowym, jej część była odbijana (nr 2), a część – transmitowana do pręta pomia-
rowego (nr 3). Intensywność rozciągającej fali odbitej  mierzono na środku 
pręta transmitującego, a intensywność fali transmitowanej  mierzono w prę-
cie pomiarowym w odległości 2250	mm od miejsca uderzenia pocisku. Następ-
nie, po dotarciu fali do granicy między prętem pomiarowym a próbką, część fali 
ulegała odbiciu (nr 4), a część była transmitowana do próbki (nr 5). Intensyw-
ność naprężenia fali odbitej  mierzono w pręcie pomiarowym w odległości 2250	mm od miejsca uderzenia. Do próbki była transmitowana ściskająca fala , której intensywność mierzono w odległości 3040	mm od miejsca uderzenia. 
Na skutek odbicia fali ściskającej od swobodnej powierzchni próbki powstała 
fala rozciągająca o intensywności  (nr 6), przy czym w punkcie pomiaro-
wym taka intensywność mogła nie wystąpić ze względu na pęknięcie, które po-
wstało w próbce na skutek przekroczenia dynamicznej wytrzymałości na rozcią-
ganie. W tym momencie rozpoczął się proces silnie nieliniowy ze względu na 
zniszczenie próbki.  

Na podstawie analizy prezentowanych wyników badań zauważono, że 
w symulacjach komputerowych czas obciążenia (długość fal 1, 2, 3 i 4 na rys. 
4.5) był równy około 129	μs (patrz równanie 4.4). Była to wartość stała, nieza-
leżna od prędkości pocisku. W pracach (Nyoungue 2001, Nyoungue i in. 2005) 
podano, że w niektórych przypadkach czas zniszczenia przekraczał 129	μs, co 
jest niemożliwe. Dodatkowo, jak widać na rys. 4.5, fala rozciągająca, której 
wystąpienie prowadzi do uszkodzenia próbki (fala nr 6), była znacznie krótsza 
niż 129	μs.
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4.4.1. Analiza czasu narastania fali naprężenia 

Przedmiotem analizy w tym podrozdziale jest czas narastania fali naprę-
żenia. Na rysunku 4.5 można zaobserwować, że intensywność fali naprężenia 
w symulacji komputerowej zmienia się od zera do konkretnej wartości w sposób 
ciągły. Czas narastania fali naprężenia jest związany z dyspersją geometryczną
w prętach, która w ogólnym znaczeniu jest zależna od średnicy pręta (patrz pod-
rozdział 1.4). Analiza czasu narastania fali naprężenia ma szczególne znaczenie 
w przypadku rozciągania materiałów kruchych, które szybko ulegają zniszczeniu 
(pękają), gdyż jego wartość decyduje o rzeczywistej prędkości deformacji (patrz 
rys. 4.6). Problem ten szczegółowo dyskutowano w pracach (Jankowiak 2011, 
Jankowiak, Rusinek, Łodygowski 2011, Skalak 1957). Przykładowe oscylacje 
fal w przypadku dwóch średnic prętów stosowanych w układzie testowym 
(8	mm i 20	mm) przedstawiono na rys. 4.6. Zaprezentowano na nim porówna-
nie rozwiązania teoretycznego oraz rozwiązania problemu Skalaka (zderzenie 
dwóch półnieskończonych prętów pryzmatycznych). Znormalizowane napręże-
nie jest oznaczone na rys. 4.6 jako  ⁄ . Jak widać na rysunku 4.6, mak-
symalne naprężenie w prętach pomiarowych w porównaniu z rozwiązaniem 
analitycznym, zgodnym z teorią propagacji fal sprężystych w prętach, wzrasta 
o ok. 24%, gdy średnica wynosi 20	mm, oraz o ok. 30%, gdy średnica wynosi 8	mm. Ten wzrost powinien zostać uwzględniony podczas określania rzeczywi-
stej dynamicznej wytrzymałości materiału kruchego. Wpływa on zarówno na 
poziom naprężenia w próbce, jak i poprzez czas narastania fali naprężenia (patrz 
rys. 4.6) na czas zniszczenia oraz na prędkość deformacji (Jankowiak, Rusinek, 
Wood 2013). Jak wykazano, czas narastania fali naprężenia i proces dyspersji 
geometrycznej zależą w ogólności od średnicy zderzających się prętów. 

Rys. 4.6. Zmiana naprężenia znormalizowanego w dwóch prętach stosowanych w ukła-
dzie (o średnicach 8	mm i 20	mm) przy prędkości pocisku 7	m/s
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W celu dokonania pełnej analizy czasu narastania fali naprężenia doko-
nano symulacji komputerowej układu przedstawionego na rys. 4.1.  Nie mode-
lowano pocisku i jego uderzenia w pręt transmitujący. Zamiast tego obciążono 
go zmiennym ciśnieniem o amplitudzie   150	MPa, która odpowiadała pręd-
kości pocisku ok. 20	m/s. Jako obciążenie przyjęto fale o trzech kształtach 
przedstawione na rys. 4.7a, przy czym występowały trzy szybkości zmian fali 
naprężenia  (przypadki 1–3). 

a) 

b) c) 
Rys. 4.7. Wpływ czasu narastania fali naprężenia na wyniki pomiarów intensywności 
naprężenia w prętach transmitującym i pomiarowym: a) fale obciążenia o szybkości 

zmian , b) fale przychodzące w pręcie transmitującym, c) fale odbite w pręcie 
transmitującym oraz transmitowane w pręcie pomiarowym 

W przypadku innych wartości amplitudy, odpowiadających prędkości 
pocisku od 3	m/s do 25	m/s, wyniki analizy były takie same. Na rysunku 4.7b 
przedstawiono kształt fali przychodzącej w pręcie transmitującym dla wszyst-
kich trzech omawianych przebiegów obciążenia (przypadki 1–3). W przypadku 
1 widoczna jest dyspersja geometryczna, podobnie jak w przypadku wywołania 
fali przychodzącej uderzeniem pocisku. Na rysunku 4.7c przedstawiono kształt 
fali odbitej w pręcie transmitującym oraz kształt fali transmitowanej w pręcie 
pomiarowym. Jak widać, we wszystkich badanych przypadkach kształt fali jest 
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zależny od założonego przebiegu zmian obciążenia (rys. 4.7a). Szybkość zmian 
fali naprężenia mierzona w pręcie transmitującym (rys 4.7b) wynosi , a czasy 
narastania są identyczne (rys. 4.7a i b). Amplituda fali transmitowanej w pręcie 
pomiarowym (intensywność naprężenia) wzrasta do ok. 250	MPa (patrz rys. 
4.7c). Czasy narastania fal naprężenia są zgodne z czasami narastania obciąże-
nia. Podobna sytuacja występuje w przypadku fali odbitej w pręcie transmitują-
cym. W związku z tym zmienia się szybkość narastania fali naprężenia w pręcie 
pomiarowym w stosunku do tej w pręcie transmitującym. Omawiane procesy 
mają szczególne znaczenie przy testowaniu materiałów kruchych (szkło, beton), 
gdyż czas narastania i szybkość zmiany fali naprężenia  są uwzględniane pod-
czas wyznaczania ich dynamicznej wytrzymałości na rozciąganie. 

4.4.2. Metody pomiaru dynamicznej wytrzymałości na rozciąganie 

Na rysunku 4.8 porównano wyniki zastosowania różnych metod okre-
ślania dynamicznej wytrzymałości na rozciąganie z uwzględnieniem prędkości 
pocisku 15	m/s. Wszystkie fale przesunięto w czasie do jednego punktu, aby 
ułatwić analizę porównawczą. W pracy (Nyoungue i in. 2005) wykorzystano 
falę transmitowaną w pręcie pomiarowym (linia kropkowa). Czarnym kolorem 
zaznaczono falę naprężenia zarejestrowaną w symulacjach komputerowych opi-
sanych w pracy (Nyoungue i in. 2005). Jak widać, wykresy te znacznie się róż-
nią pod względem intensywności naprężenia oraz długości fal. Fala uzyskana 
w wyniku symulacji jest krótsza (Nyoungue i in. 2005). Na rysunku 4.8 przed-
stawiono również wyniki symulacji komputerowej opisanej w pracy (Jankowiak, 
Rusinek, Wood 2013). Niebieską linią zaznaczono wyniki uzyskane z uwzględ-
nieniem konfiguracji przedstawionej na rys. 4.1 i danych z tab. 4.1. Na rysunku 
4.8 zaprezentowano też wyniki zastosowania metody opisanej w pracach (Erzar, 
Forquin 2011, Schuler, Mayrhofer, Thoma 2006), polegającej na pomiarze na-
prężenia na podstawie prędkości końcowej (swobodnej) powierzchni próbki. 
Obliczenia wykonano z uwzględnieniem wartości prędkości uzyskanej na pod-
stawie symulacji komputerowej (zielona linia). Widać, że oba przebiegi inten-
sywności naprężenia są jednakowe zarówno pod względem długości, jak 
i wartości amplitudy. Należy jednak podkreślić, że nie są zgodne z wynikami 
wcześniejszych badań (Nyoungue 2001, Nyoungue i in. 2005), co również wy-
kazano szczegółowo w pracy (Jankowiak, Rusinek, Wood 2013). 

Porównanie zaprezentowane na rys 4.8 wyraźnie świadczy o tym, że rów-
noległe stosowanie obu metod omawianych w tej monografii (czyli metody ekspe-
rymentalnej i symulacji komputerowej) zapewnia dokładność wyników i pozwala 
ograniczyć błędy. Wykazano, że maksymalne naprężenie ściskające w pręcie po-
miarowym wynosi ok. 230	MPa. Jednak autorzy pracy (Nyoungue i in. 2005) 
podają wartości mniejsze: 163	MPa (wynik eksperymentu) i 150	MPa (wynik 
symulacji). Na rysunku 4.8 zaznaczono czerwoną linią zmiany naprężenia 
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w próbce w odległości 40	mm od powierzchni kontaktu z prętem pomiarowym. 
Należy podkreślić, że przebieg fali naprężenia w próbce (początkowo ściskanej) 
jest zgodny z rezultatami uzyskanymi obiema metodami (rys. 4.8). Jednak fala 
ściskająca jest dużo krótsza. Należy przypomnieć (por. tab. 4.1), że długość
próbki wynosi jedynie 160	mm. Zatem fala ściskająca odbija się od swobodne-
go końca próbki i wraca jako fala rozciągająca. Jeżeli początkowa fala ściskają-
ca dla prędkości pocisku równej 15	m/s ma wartość ok. 230	MPa, to fala roz-
ciągająca, która powoduje pęknięcie w materiale po przekroczeniu wytrzymało-
ści dynamicznej, ma maksimum równe ok. 195	MPa. 

Rys. 4.8. Porównanie wybranych metod określania wytrzymałości dynamicznej oraz 
czasu zniszczenia materiału dla prędkości pocisku 15	m/s  

Zatem, aby określić prawo konstytutywne i wyznaczyć kryterium znisz-
czenia, a zarazem wytrzymałość dynamiczną na rozciąganie w takim teście, 
należy określić, jakie są lokalne wartości naprężenia, odkształcenia i prędkości 
odkształcenia w próbce. W tym celu umieszcza się na próbce dodatkowe tenso-
metry. Takie rozwiązanie stosuje się z powodzeniem na przykład w przypadku 
betonu (Erzar, Forquin 2011, Klepaczko, Brara 2001, Wua i in. 2005). Tensome-
try nakleja się na środku próbki (oczywiście nie zawsze w tym miejscu pojawia 
się potem pęknięcie). 

4.4.3. Analiza przebiegu zmian naprężenia w próbce 

Symulacje komputerowe opisane w tym podrozdziale wykonano w celu 
określenia zmian lokalnych wartości naprężenia w próbce pod wpływem ude-
rzenia pociskiem z różną prędkością. W pierwszej kolejności dokonano pełnej 
trójwymiarowej analizy zmian naprężenia w miejscu, gdzie w omawianych 
wcześniej eksperymentach pojawiało się pęknięcie, to jest w odległości 50	mm
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od swobodnej powierzchni próbki. Rozważono zakres prędkości pocisku od 3	m/s do 25	m/s. Uwzględniane w pracy (Nyoungue i in. 2005) prędkości poci-
sku, czyli 7	m/s i 15	m/s, mieszczą się w tym zakresie. Przebieg zmian inten-
sywności naprężenia w miejscu pojawienia się odprysku w zależności od pręd-
kości pocisku przedstawiono na rys. 4.9. Jak widać, amplituda ściskającej fali 
naprężenia w miejscu wystąpienia odprysku rośnie wraz z prędkością pocisku. 
Wiadomo, że do pęknięcia dochodzi dopiero wtedy, gdy intensywność napręże-
nia zmienia się na dodatnią, co powoduje rozciąganie materiału. Dlatego właśnie 
na podstawie omawianego testu określa się dynamiczną wytrzymałość na roz-
ciąganie. Należy dodać, że w każdym punkcie testowanej próbki (szczególnie na 
jej długości) przebieg zmian naprężenia jest inny. Widać to przy porównaniu 
czerwonej krzywej na rys. 4.8 i zielonej krzywej na rys. 4.9, które wyznaczono 
z uwzględnieniem tej samej prędkości pocisku (15	m/s), lecz różnych lokaliza-
cji (40	mm od strony powierzchni uderzenia i 50	mm od swobodnej powierzch-
ni). W okolicach swobodnej powierzchni fala naprężenia jest wygładzana na 
skutek dyspersji (Jankowiak, Rusinek, Wood 2013). 

Rys. 4.9. Przebieg zmian naprężenia dla różnych wartości prędkości początkowej  
pocisku w odległości 50	mm od swobodnej powierzchni próbki 

Jak widać na rysunku 4.9, długości fal ściskającej i rozciągającej nie za-
leżą od prędkości pocisku (Jankowiak 2011, Jankowiak, Rusinek, Wood 2013, 
Klepaczko, Brara 2001). Długość fali rozciągającej jest stała i dla przyjętej geo-
metrii równa około 0,00004	s, czyli 40	μs. A zatem czas zniszczenia nie może 
przekraczać 40	μs (Jankowiak, Rusinek, Wood 2013). Jak już wspomniano, we 
wcześniejszych pracach (Nyoungue 2001, Nyoungue i in. 2005) w przypadku 
szkła określono ten czas jako zdecydowanie dłuższy. Ważne jest zatem wyzna-
czenie prawdziwego czasu zniszczenia materiału (z użyciem szybkiej kamery, 
tensometru zamocowanego na próbce itp.). 
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4.5. Dynamiczne kryterium zniszczenia 

Do modelowania zniszczenia szkła (i innych kruchych materiałów) pod-
czas rozciągania dynamicznego może być zastosowane kumulatywne kryterium 
zniszczenia (równanie 4.1). Jak już zaznaczono, kryterium to jest oparte na 
trzech parametrach. Można przyjąć, jak w artykule (Nyoungue i in. 2005), że 
wartość  (quasi-statyczna wytrzymałość materiału) wynosi 30,5	MPa, a war-
tość  (parametr związany z aktywacją energii podczas procesu pękania) jest 
równa 0,8. Trzeci parametr, czyli  (krytyczny czas zniszczenia), powinien 
zostać wyznaczony na podstawie testów dynamicznych. Na rysunku 4.10 poka-
zano, w jakich chwilach działa kryterium zniszczenia, z uwzględnieniem trzech 
przykładowych wartości parametru : 0,00003	s, 0,00004	s i 0,00006	s dla 
obliczonych wcześniej fal rozciągających w próbce przedstawionych na rys. 4.9.  

Rys. 4.10. Impuls rozciągający w próbce w odległości 0,05	m od jej swobodnej  
powierzchni dla różnych prędkości pocisku. Wpływ parametru  na wytrzymałość

dynamiczną  oraz na czas zniszczenia 
Czas zniszczenia  oraz wytrzymałość dynamiczną  można wyzna-

czyć tylko dzięki sprzężeniu dwóch metod: metody eksperymentalnej i symula-
cji komputerowej. Na rysunku 4.10 widać wyraźnie, że im krótszy jest krytycz-
ny czas zniszczenia, tym mniejsze są wartości wytrzymałości dynamicznej 
i tym krótszy jest czas zniszczenia . Wyniki omawianych symulacji kompute-
rowych oraz wcześniejszych eksperymentów (Nyoungue i in. 2005) zaprezento-
wano na rys. 4.11. Symulacje komputerowe potwierdziły konieczność weryfika-
cji wyników eksperymentalnych. W omawianym przypadku okazało się, że wy-
niki pomiaru czasu zniszczenia były błędne, gdyż uzyskano je wyłącznie 
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z uwzględnieniem fali transmitowanej w pręcie pomiarowym, co nie jest prawi-
dłowym podejściem (patrz rys. 4.8).  

Rys. 4.11. Wpływ czasu zniszczenia na wytrzymałość dynamiczną szkła.  Porównanie 
wyników symulacji komputerowej oraz przykładowych eksperymentów 

Rys. 4.12. Wpływ prędkości odkształcenia na wytrzymałość dynamiczną szkła. 
 Porównanie wyników symulacji komputerowej oraz przykładowych eksperymentów 

Z powyższej analizy wynika, że krzywa zniszczenia w płaszczyźnie 
określonej przez wytrzymałość dynamiczną  i czas zniszczenia  powinna się
znajdować wewnątrz teoretycznej przestrzeni rozwiązań, czyli po lewej stronie 
pionowej czerwonej linii kreskowej na rys. 4.11. Wynika to stąd, że dla podanej 
geometrii i długości pocisku długość fali rozciągającej była równa około 40	μs, 
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a fala rozciągająca miała kształt paraboliczny i po ok. 20	μs naprężenie rozciąga-
jące się zmniejszało (rys. 4.10). Oczywiście wzięto tu pod uwagę tylko to miej-
sce, w którym podczas eksperymentu wystąpiło pęknięcie (w odległości 50	mm
od swobodnej powierzchni próbki). Na rysunku 4.12 przedstawiono wpływ pręd-
kości odkształcenia na wytrzymałość dynamiczną szkła na rozciąganie.  

Należy zwrócić uwagę, że wzmocnienie dynamiczne podczas rozciąga-
nia zaczęło się, gdy prędkość odkształcenia była równa 10	1/s, a nie, jak wy-
znaczono na podstawie eksperymentu, gdy była równa 1	1/s (patrz rys. 4.12). 



5. Test służący do określania współczynnika tarcia  
dynamicznego 

 
Tarcie jest istotnym czynnikiem w wielu omawianych w tej monografii 

procesach i symulacjach. W procesach dynamicznych, takich jak np. perforacja, 
ma ona szczególne znaczenie, gdyż wpływa na ich przebieg i wyniki. Należy 
wówczas zmierzyć rzeczywiste wartości współczynnika tarcia. Można tego do-
konać, stosując różne metody badawcze. W przypadku małych prędkości pośli-
zgu można wykorzystać trybometry typu kula–tarcza lub trzpień–tarcza (Nair, 
Griffin, Randall 2009 oraz So 1996). W przypadku dużych lub bardzo dużych 
prędkości poślizgu potrzebne są inne, bardziej zaawansowane techniki. Powinny 
one zapewniać możliwość modyfikacji podstawowych zmiennych w procesie 
tarcia, czyli siły nacisku oraz prędkości poślizgu. 

Niektóre stanowiska badawcze są wyposażone w zmodyfikowany skrę-
cający pręt Kolsky’ego (Espinosa, Patanella, Fischer 2000, Rajagopalan, Irfan, 
Prakash 1999). Może on służyć do pomiaru współczynnika tarcia przy prędkości 
maksymalnej 3,5 m/s i ciśnieniu maksymalnym 40 MPa. Były również wyko-
nywane eksperymenty, w których bezpośrednie uderzenie w płytę wywoływało 
wysokie ciśnienie na płaszczyźnie kontaktu (100–200 MPa) i dużą prędkość
poślizgu (1–60  m/s) (Espinosa, Patanella, Fischer 2000, Rajagopalan, Prakash 
1999, Rajagopalan, Irfan, Prakash 1999). Na wyniki zastosowania każdej meto-
dy badawczej wpływa nie tylko interakcja między kontaktującymi się po-
wierzchniami, ale również szereg innych zjawisk, jak choćby propagacja fal 
w prętach pomiarowych. Dlatego każda metoda powinna być dokładnie spraw-
dzona, aby przed jej zastosowaniem mieć pewność, jak zmienia się mierzona 
wielkość pod wpływem czynników występujących podczas pomiaru (Archard 
1953, Bowden, Freitag 1958, Bowden, Moore, Tabor 1943 oraz Greenwood, 
Tabor 1955). 

Należy dodać, że wartość współczynnika tarcia jest często w symula-
cjach komputerowych przyjmowana arbitralnie, bez żadnych badań. W takich 
przypadkach jak obróbka (skrawanie) przy dużej prędkości (Łodygowski i in. 
2012) zjawisko tarcia jest ważne, więc powinno się je w prawidłowy sposób 
uwzględnić w obliczeniach. Podobnie jest na przykład w przypadku procesu 
tarcia w układach hamulcowych (Cristol-Bulthe, Desplanques, Degallaix 2007), 
perforacji (szczególnie gdy są badane grube konstrukcje (Gellert, Cimpoeru, 
Woodward 2000)) lub dynamicznego ściskania z użyciem pręta Hopkinsona 
(Iwamoto, Yokoyama 2012, Jankowiak, Rusinek, Łodygowski 2011). Wpływ 
ciśnienia na współczynnik tarcia podczas dwuosiowego ściskania quasi- 
-statycznego omówiono w pracy (Frąś i in. 2014). 

W symulacjach komputerowych poślizg, do którego dochodzi podczas 
tarcia, był obliczany dla kontaktujących się powierzchni, a w założonym modelu 
tarcia Coulomba (Abaqus 2015) zostały uwzględnione normalne i styczne naprę-



116 5. Test służący do określania współczynnika tarcia dynamicznego 
 
żenia kontaktowe, przy czym normalne naprężenie kontaktowe było ciśnieniem 
normalnym, a styczne naprężenie kontaktowe było naprężeniem tarcia. Iloczyn 
ciśnienia normalnego na powierzchni kontaktu i pola tej powierzchni był siłą nor-
malną, a iloczyn naprężenia tarcia i pola powierzchni kontaktu był siłą tarcia.  

W tym rozdziale zostanie omówiona metoda badawcza służąca do okre-
ślenia współczynnika tarcia dynamicznego w przypadku dużych wartości ciśnie-
nia normalnego  oraz prędkości poślizgu  między dwoma powierzchniami 
przesuwającymi się względem siebie. W badaniach brano pod uwagę wartości 
prędkości poślizgu z zakresu od 20 m/s do 83 m/s i wartości ciśnienia normal-
nego z zakresu od 45 MPa do 160 MPa. 

5.1. Badania laboratoryjne 

Stanowisko badawcze przedstawione na rys. 5.1 służy do określenia 
współczynnika tarcia dynamicznego, które zachodzi między przekładkami 
a próbką, gdy prędkość poślizgu nie przekracza 120 m/s, a maksymalne ciśnienie 
normalne wynosi 200 MPa (List, Sutter, Arnoux 2013, Łodygowski i in. 2011, 
Sutter, Ranc 2010, Sutter, Philippon, Molinari 2004, oraz Sutter i in. 2014). 

Rys. 5.1. Trybometr służący do pomiaru współczynnika tarcia dynamicznego 

Trybometr składa się z działa gazowego, pocisku, próbki, pierścienia dy-
namometrycznego, przekładek dystansujących, czujnika siły i rury transmitującej. 
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Przekładki dystansujące o różnej grubości są stosowane w celu wywołania pod-
czas eksperymentu ciśnienia normalnego o wybranej wartości. Pierścień dyna-
mometryczny jest rozchylany tak, aby można było wsunąć weń próbkę, która na-
stępnie jest ściskana, co wywołuje założone ciśnienie normalne. Czujnik siły to 
część pręta transmitującego (patrz rys. 5.1), do której są przyklejone tensometry 
rejestrujące na dwóch symetrycznie usytuowanych blaszkach przebieg zmian od-
kształcenia. Eksperyment składa się z dwóch etapów (List, Sutter, Arnoux 2013, 
Sutter, Ranc 2010, Sutter, Philippon, Molinari 2004 oraz Sutter i in. 2014): 
1) etap I:  
— zapewnienie założonego ciśnienia normalnego  przez zastosowanie 

przekładki o odpowiedniej grubości; 
2) etap II: 
— rozpędzenie pocisku za pomocą działa gazowego do prędkości , z którą

uderza on w próbkę, 
— poślizg próbki względem przekładek dystansujących, któremu towarzyszy 

tarcie, 
— rejestracja propagującej się fali odkształcenia przez tensometry przyklejo-

ne do dwóch cienkich ścianek czujnika siły. 
Najważniejszymi parametrami podczas omawianego eksperymentu były: 

ciśnienie normalne  oraz prędkość początkowa pocisku . Relacja między 
prędkością początkową pocisku  a prędkością poślizgu  zostanie omówiona 
w podrozdziale 5.4. Prędkość  mierzono za pomocą czujnika laserowego, za-
montowanego na końcu lufy działa gazowego. Jej wartość była zależna od war-
tości zastosowanego podczas wystrzału ciśnienia gazu w zbiorniku działa gazo-
wego. Na rysunku 5.2 przedstawiono przykładowy wynik pomiaru odkształcenia 
dla prędkości pocisku  = 23 m/s i ciśnienia normalnego  = 49 MPa. 

Rys. 5.2. Przykładowe fale odkształcenia zarejestrowane dla prędkości pocisku 
 = 23 m/s i ciśnienia normalnego  = 49 MPa
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Przebiegi widoczne na rys. 5.2 zostały zarejestrowane z użyciem dwóch 
tensometrów zamocowanych symetrycznie na zewnętrznych stronach przeciw-
ległych cienkich ścianek czujnika siły (rys. 5.1) (Jankowiak i in. 2016, List, 
Sutter, Arnoux 2013, Sutter, Ranc 2010, Sutter, Philippon, Molinari 2004 oraz 
Sutter i in. 2014). Na podstawie tych przebiegów oraz z uwzględnieniem geome-
trii urządzenia obliczono współczynnik tarcia dynamicznego ) zgodnie 
z następującym równaniem (Sutter i in. 2014): 

) =
)


, (5.1)

gdzie  i  są, odpowiednio, siłą tarcia oraz siłą normalną, które definiuje się
w następujący sposób: 

) =  ∙  ∙ ̃), 

 =  ∙ . 
(5.2)

W pierwszym z równań (5.2)  jest modułem Younga, a  jest polem 
powierzchni przekroju poprzecznego cienkich ścianek czujnika siły w miejscu, 
gdzie naklejono tensometry. Dodatkowo  jest ciśnieniem normalnym, nato-
miast  jest polem powierzchni kontaktu. Wartości uwzględnione w równaniu 
(5.2) podano w tab. 5.1.  

Tabela 5.1. Dane służące do obliczenia współczynnika tarcia 

 MPa)  mm)  mm)
210 000 120 20 

Należy zaznaczyć, że poziom odkształcenia ̃) stosowany do oblicze-
nia siły tarcia w równaniu (5.2) jest średnią z wartości zarejestrowanych na obu 
symetrycznie rozmieszczonych tensometrach (Sutter i in. 2014). 

5.2. Symulacja komputerowa 

W tym podrozdziale zostaną przedstawione wstępne obliczenia mające na 
celu weryfikację modelu numerycznego (dla prędkości pocisku  = 23 m/s
i ciśnienia normalnego  = 49 MPa), wykorzystanego następnie do zoptymali-
zowania pomiaru współczynnika tarcia dynamicznego (Jankowiak i in.  2016). 
Symulację komputerową podzielono na dwa etapy (patrz podrozdział 5.1). Naj-
ważniejszym krokiem analizy numerycznej jest symulacja uderzenia pocisku 
w próbkę i tarcia dynamicznego, które po nim następuje. Do poślizgu dochodzi 
w określonych warunkach, a szczególnie przy konkretnej wartości ciśnienia nor-
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malnego . W związku z tym tę część symulacji poprzedzono krokiem, w którym 
zapewniono określone warunki kontaktu. W tym celu pierścień dynamometryczny 
został w eksperymencie rozciągnięty i wpasowano w niego próbkę po zastosowa-
niu właściwych przekładek dystansujących (rys. 5.1). W pierwszym etapie symu-
lacji komputerowej (Abaqus 2015) operację tę wykonano z użyciem opcji wcisku 
(ang. interference fit) w programie Abaqus/Standard (patrz rys. 5.3). Następnie 
uzyskaną konfigurację zaimportowano do programu Abaqus/Explicit w celu wy-
konania drugiego etapu symulacji, czyli uderzenia pocisku w próbkę i analizy 
współczynnika tarcia dynamicznego (Jankowiak i in. 2016). 

Rys. 5.3. Geometria modelu oraz siatka MES na początku analizy numerycznej 

Na tym etapie badań przeanalizowano zależność wyników symulacji 
komputerowych od przyjętego rodzaju i wielkości elementów skończonych. 
W wyniku tej analizy przyjęto optymalną dyskretyzację z elementami o wymiarze 
1 mm. Próbkę podzielono na 25 200 trójwymiarowych elementów skończonych 
(C3D8R), a pierścień dynamometryczny na 46 500 takich elementów. Były to 
elementy objętościowe, liniowe, ośmiowęzłowe, o zredukowanym całkowaniu. 

Wcisk po obu stronach 
próbki (symetrycznie) 

0,02 mm – 0,4 mm 
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W celu kalibracji modelu (rys. 5.3) symulację wcisku wykonano dla przekładek 
o grubości od 0,02 mm do 0,4  mm. Następnie określono zależność ciśnienia 
normalnego  od grubości przekładek ℎ, co przedstawiono na rys. 5.4. Na pod-
stawie zaprezentowanej analizy ustalono, że grubość przekładek ℎ =  − 
− 30,5)/359,3, czyli 0,05149 mm dla przykładowego eksperymentu, gdy 
 = 49 MPa. Dzięki temu w dalszej analizie mogła zostać uwzględniona odpo-
wiednia wartość ciśnienia normalnego, identyczna z wartością przyjętą w ekspe-
rymencie. Prawidłową prędkość pocisku zapewniono przez zastosowanie odpo-
wiedniej prędkości początkowej, w tym przypadku  = 23 m/s. W symulacji 
komputerowej założono, że współczynnik tarcia jest stały, niezależny od ciśnienia 
oraz prędkości i równy 0,3. Jak zaznaczono wcześniej, lokalne odkształcenie było 
rejestrowane podczas testu w miejscach, w których na rys. 5.1 czerwonymi punk-
tami zaznaczono tensometry. Punkty usytuowano symetrycznie w tych miejscach, 
w których pole przekroju blaszki czujnika siły  = 20 mm. Odkształcenie mie-
rzono po zewnętrznej stronie czujnika siły (tam naklejono tensometry – patrz rys. 
5.1). Współczynnik tarcia obliczany za pomocą równań (5.1) i (5.2) zgodnie 
z założeniem powinien być równy 0,3, jednak po wykonaniu obliczeń okazało się, 
że jego wartość średnia wynosiła 0,2 (patrz rys. 5.5). Było to spowodowane nie-
jednorodnością odkształcenia cienkich blaszek czujnika siły.  

Rys. 5.4. Zależność ciśnienia normalnego  od grubości przekładek ℎ

W podrozdziale 5.2.1 zostanie przedstawiona zmodyfikowana metoda 
obliczania wartości współczynnika tarcia dynamicznego, a w podrozdziale 5.2.2 
będzie zaproponowana metoda korekcji wyników uzyskanych za pomocą meto-
dy oryginalnej. Następnie w podrozdziale 5.3 zostanie przeanalizowana pręd-
kość poślizgu (podrozdział 5.3), gdyż udowodniono błędność założenia, że jest 
ona równa prędkości pocisku, co oznacza, iż  ≠ . Analizy te są przykładem 
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wzajemnej weryfikacji metod komputerowych i eksperymentalnych, prowadzą-
cej do korekcji wyników oraz eliminacji błędnych założeń. 

Rys. 5.5. Weryfikacja dynamicznego współczynnika tarcia dla ciśnienia normalnego 
 = 49 MPa i prędkości pocisku  = 23 m/s

5.2.1. Zmodyfikowana metoda pomiaru współczynnika tarcia 

Metoda pomiaru współczynnika tarcia oparta na zjawiskach falowych ce-
chuje się pewnymi nieścisłościami. W tym podrozdziale omówiono ich przyczyny 
oraz zaproponowano modyfikację metody badawczej, umożliwiającą jej stosowa-
nie do określania współczynnika tarcia w szerokim zakresie prędkości poślizgu 
oraz dla dużych wartości ciśnienia  z użyciem specjalnego trybometru.  

Jak już wspomniano, jedną z przyczyn niedokładności wyników stano-
wiło to, że podczas przechodzenia fali sprężystej przez czujniki siły odkształce-
nie nie było stałe na przekroju poprzecznym. W związku z tym przyjęto dodat-
kowe punkty pomiarowe (strefa 1), aby mierzyć odkształcenie na wszystkich 
cienkich blaszkach, również na tych, które w mniejszym stopniu ulegają od-
kształceniu (strefa 2). Oprócz punktów na środku blaszki B dodano również
punkty na brzegu blaszki A, a ponadto założono, że pomiary będą wykonane 
zarówno po zewnętrznej, jak i po wewnętrznej stronie blaszek (patrz rys. 5.6).  

W prezentowanej symulacji uwzględniono prędkość pocisku  = 23 m/s
i ciśnienie normalne  =  49 MPa. Wykazano, że intensywność odkształcenia 
jest inna na środku blaszek niż na ich krawędziach. Dodatkowo, jak można było 
przewidzieć, w strefach 1 i 2 występują różne wartości odkształcenia. Na rysunku 
5.7 widać również wyraźnie, że zmieniają się one także na grubości blaszek. Od-
kształcenie po wewnętrznej stronie blaszki zaznaczono na rys. 5.7 za pomocą
końcówki „wew”, a odkształcenie po zewnętrznej stronie blaszki – za pomocą
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końcówki „zew”. Zarejestrowane przebiegi odkształcenia świadczą o mimośro-
dowym ściskaniu blaszek. 

Rys. 5.6. Nowe punkty pomiaru odkształcenia (metoda zmodyfikowana) 

Rys. 5.7. Przebiegi odkształcenia we wszystkich punktach pomiarowych 

Przebieg odkształcenia w punkcie B po stronie zewnętrznej części nr 1 
(tzn. 1B-zew – kropkowa linia na rys. 5.7) był wykorzystywany w oryginalnej 
metodzie do obliczenia współczynnika tarcia dynamicznego w eksperymentach 
(patrz podrozdział 5.1) (List, Sutter, Arnoux 2013, Sutter, Ranc 2010, Sutter, 
Philippon, Molinari 2004). Na rysunku 5.7 widać, że zastosowano największe 
wartości odkształcenia (Jankowiak i in. 2016). Powstaje pytanie, dlaczego obli-

-6,0E-04

-5,0E-04

-4,0E-04

-3,0E-04

-2,0E-04

-1,0E-04

3,0E-19

1,0E-04

0 0,0005 0,001 0,0015 0,002

O
dk

sz
ta

łc
en

ie
 (-

)

Czas (s)

2A-wew

2A-zew

2B-wew

2B-zew

1A-wew

1A-zew

1B-wew

1B-zew
Przebieg stosowany w orygi-
nalnej metodzie 



 5. Test służący do określania współczynnika tarcia dynamicznego  123
 

 

czona wartość współczynnika tarcia dynamicznego nie jest zbyt duża. W pod-
rozdziale 5.1 określono na podstawie symulacji komputerowych, że wynosiła 
ona 0,2, mimo że założono wartość 0,3. Odpowiedź na powyższe pytanie jest 
następująca: mimo że siłę normalną zgodnie z równaniem (5.2) obliczono pra-
widłowo, to siłę tarcia wyznaczono błędnie.  

W zmodyfikowanej metodzie wyznaczania współczynnika tarcia dyna-
micznego do obliczenia siły tarcia wykorzystano średnie wartości odkształcenia 
̃) we wszystkich ośmiu punktach pomiarowych ) (patrz rys. 5.6 i 5.7). 
Zastosowano w tym celu równanie: 

Widać wyraźnie, że z wykorzystaniem ośmiu punktów pomiarowych 
niejednorodny rozkład odkształcenia w blaszkach i w efekcie również siłę tarcia 
określono dokładniej za pomocą równania (5.2). Należy nadmienić, że w ukła-
dzie pomiarowym istnieją cztery cienkie blaszki, przy czym pole przekroju każ-
dej z nich w miejscu usytuowania tensometrów jest równe 20 mm (łącznie 
 = 80 mm, patrz tab. 5.2). Po zastosowaniu tej wartości w równaniu (5.2) 
otrzymuje się prawidłową wartość współczynnika tarcia dynamicznego, zgodnie 
z założeniem równą 0,3 (patrz rys. 5.8).  

Tabela 5.2. Dane służące do obliczania współczynnika tarcia dynamicznego –  
metoda zmodyfikowana  

 MPa)  mm)  mm)
210 000 120 80 

Rys. 5.8. Porównanie współczynników tarcia wyznaczonych z wykorzystaniem różnej 
liczby punktów pomiarowych (1 i 8) dla  = 23 m/s i  = 49 MPa 
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W wyniku analizy opisanej symulacji komputerowej wykazano, że 83%  
siły tarcia jest przenoszone przez blaszki w strefie 1, a tylko 17% przez blaszki 
w strefie 2. W związku z wykorzystaniem do pomiaru siły tarcia w metodzie 
oryginalnej jedynie blaszek w strefie 1 (Sutter i in. 2014) uzyskano wartość
współczynnika tarcia mniejszą o 17% (patrz rys. 5.9). Jednak, jak udowodniono, 
całkowity błąd zastosowania oryginalnej metody opisywanej w (Sutter i in. 
2014) sięga 30% i jest zależny od warunków kontaktu. 

Rys. 5.9. Podział siły tarcia ze względu na strefę przenoszenia 

5.2.2 Metoda korekcji wyników 

Badania eksperymentalne opisane w podrozdziale 5.1 wykonano 
z uwzględnieniem jednego punktu pomiaru, oznaczonego na rys. 5.6 jako B 
(strefa 1), a na rys. 5.7 jako 1-B-zew. W kolejnych eksperymentach można za-
stosować większą liczbę tensometrów, jednak nie należy ich umieszczać na we-
wnętrznej stronie cienkich blaszek, gdyż mogłyby zostać uszkodzone podczas 
przemieszczania się próbki lub pocisku. W tym podrozdziale zostanie zaprezen-
towana metoda korekcji wyników przeprowadzonych już testów laboratoryj-
nych, oparta na wykorzystaniu symulacji komputerowej. 

Współczynnik korekcji  można obliczyć za pomocą symulacji kompu-
terowej z wykorzystaniem obu metod wyznaczania współczynnika tarcia dyna-
micznego (oryginalnej i zmodyfikowanej) zgodnie z zależnością: 

Współczynnik korekcji dla pary kontaktujących się materiałów określo-
no jako stosunek dwóch wartości współczynnika tarcia: , obliczanej za 
pomocą metody zmodyfikowanej (8 punktów pomiarowych), i , obliczanej 
za pomocą metody oryginalnej (Sutter, Ranc 2010, Sutter, Philippon, Molinari 
2004, Sutter i in. 2014). Jest on zależny od ciśnienia normalnego oraz od pręd-
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kości poślizgu (Jankowiak i in.  2016) i powinien być niezależny od współczyn-
nika tarcia. Aby to sprawdzić, wykonano szereg analiz numerycznych, dotyczą-
cych czterech wybranych przypadków, w których przyjęto różne wartości ci-
śnienia normalnego  oraz różne prędkości pocisku , odpowiadające różnym 
prędkościom poślizgu (patrz tab. 5.3). 

Tabela 5.3. Warunki początkowe przyjęte w analizie czterech rozważanych przypadków 

Przypadek Ciśnienie normalne 
 MPa)

Prędkość pocisku 
 m/s)

1 49 23 
2 168 17 
3 42 75 
4 151 76 

Z zastosowaniem zmodyfikowanej metody uzyskano prawidłowe warto-
ści współczynnika tarcia dynamicznego w każdym z czterech analizowanych 
przypadków (tab. 5.3). W przypadku pierwszym, zgodnie z wynikami obliczeń
prezentowanymi na rys. 5.8, współczynnik korekcji  = 1,5, ponieważ wartość
współczynnika tarcia , wyznaczona z wykorzystaniem jednego punktu po-
miarowego (metoda oryginalna), wynosiła 0,2, a wartość współczynnika tarcia 
, wyznaczona z wykorzystaniem ośmiu punktów pomiarowych (metoda 
zmodyfikowana), wynosiła 0,3 (wartość założona). Pytanie zasadnicze jest na-
stępujące: czy dla wszystkich założonych współczynników tarcia wartość
współczynnika korekcji jest stała? Aby na nie odpowiedzieć, przeprowadzono 
szereg symulacji z uwzględnieniem współczynników tarcia o wartościach z za-
kresu od 0 do 1,0. Obliczenia wykonano dla wszystkich przypadków przedsta-
wionych w tab. 5.3. Poniżej zostaną zaprezentowane wyniki uzyskane dla oma-
wianego szeroko w tym podrozdziale przypadku nr 1. Przebieg zmian wartości 
współczynnika tarcia, który jest wprost proporcjonalny do zmierzonej siły tarcia 
(patrz równanie (5.2)), przedstawiono na rys. 5.10. Jak widać, wartości współ-
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czynników tarcia wyznaczone z użyciem oryginalnej metody (Sutter i in. 2014) 
są mniejsze od wartości założonych (patrz rys. 5.10a). Po zastosowaniu współ-
czynnika korekcji  = 1,5 wartości współczynnika tarcia są zgodne z założo-
nymi (rys. 5.10b). Na rysunku 5.10b krzywe fluktuują wokół założonych warto-
ści współczynnika tarcia, co świadczy o tym, że wartość współczynnika korekcji 
 jest niezależna od ciśnienia normalnego  oraz od prędkości pocisku .  

  
                   (a)                  (b) 

Rys. 5.10. Wartości dynamicznego współczynnika tarcia: a) uzyskane z zastosowaniem 
oryginalnej metody, b) obliczone po korekcji z uwzględnieniem współczynnika  = 1,5

W tabeli 5.4 porównano wartości współczynnika tarcia  po korekcji 
( = 1,5) z wartościami założonymi, czyli . Przedstawiono w niej również błąd 
względny. Współczynnik tarcia uzyskany dla założonego  = 0,0 po korekcji jest 
równy 0,007, co oznacza, że błąd względny wynosi 100%. Jednak w rzeczywi-
stości jest on bliski zeru, a jedynie przy obliczaniu błędu względnego w mianow-
niku pojawia się właśnie 0,007.  

Tabela 5.4. Wartości współczynnika tarcia uzyskane po zastosowaniu współczynnika 
korekcji  = 1,5 wraz z błędami względnymi w procentach 

 0 0,1 0,2 0,3 0,7 1 
 0,007 0,109 0,210 0,303 0,688 0,974 

Błąd względny (%) 100 8,26 4,60 1,13 1,82 2,68 
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Reasumując, wartość współczynnika korekcji  obliczona w przypadku 
nr 1 może być zastosowana nie tylko w symulacjach komputerowych, ale rów-
nież w eksperymentach, co zostanie przedstawione w podrozdziale 5.3. 

Również w pozostałych przypadkach, tzn. 2–4, zaprezentowanych w tab. 
5.3, współczynniki korekcji obliczono z wykorzystaniem symulacji komputero-
wych. Wartości współczynnika korekcji dla tych trzech przypadków mieszczą się
w zakresie od 1,3 do 2,15, co zaprezentowano w tab. 5.5. Po sprawdzeniu okazało 
się, że wartości te są niezależne od przyjętego współczynnika tarcia.   

Tabela 5.5. Wartości współczynnika korekcji 

Przypadek 
1 1,5
2 1,9
3 1,3
4 2,15

Cztery omawiane przypadki (patrz tab. 5.3 i 5.5) podzielono ze względu 
na prędkość poślizgu: przypadki 1 i 2 odpowiadają mniejszym prędkościom, 
natomiast przypadki 3 i 4 – większym. Można je również podzielić ze względu 
na występujące ciśnienie normalne: przypadki 1 i 3 odpowiadają mniejszym 
wartościom ciśnienia normalnego, a 2 i 4 – większym (patrz tab. 5.3). 

Na rysunku 5.11 przedstawiono wpływ ciśnienia normalnego  na war-
tość współczynnika korekcji . Zaprezentowano na nim również niewielką róż-
nicę między wartościami współczynnika korekcji , zależną od prędkości poci-
sku . 

Rys. 5.11. Wpływ ciśnienia normalnego  na wartość współczynnika korekcji 
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Zaprezentowana analiza umożliwiła określenie pełnego zestawu współ-
czynników korekcji niezależnych od współczynnika tarcia, które następnie za-
stosowano w analizie eksperymentów laboratoryjnych w badanym zakresie war-
tości ciśnienia i prędkości poślizgu. Co najważniejsze, współczynniki te mogą
być stosowane w oryginalnej metodzie (wykorzystuje się jeden punkt pomiaro-
wy), dzięki czemu nie ma potrzeby modyfikacji aparatury pomiarowej. Wydaje 
się, że w przypadkach pośrednich jest możliwe obliczenie współczynnika korek-
cji z użyciem interpolacji, jednak sugeruje się, aby w celu weryfikacji wyników 
stosować wówczas symulację komputerową (Jankowiak i in. 2016).  

W prezentowanej analizie wykazano błędne określenie wartości współ-
czynnika tarcia dynamicznego, przy czym błąd wynosił od 30% (przypadek 3) 
do 115% (przypadek 4) (Jankowiak i in. 2016). Identyczna sytuacja może wy-
stępować w eksperymentach laboratoryjnych. Zatem współczynniki korekcji 
podane w tab. 5.5 mogą być zastosowane również podczas analizy wyników 
eksperymentów, co wykazano w podrozdziale 5.3.  

5.3. Dynamiczny współczynnik tarcia 

Analiza wyników badań eksperymentalnych doprowadziła do określenia 
dynamicznych współczynników tarcia dla przypadków 1, 2, 3 i 4, odpowiednio: 
0,23, 0,2, 0,15 i 0,1. Po zastosowaniu współczynników korekcji przyjmują one 
wartości 0,35, 0,36, 0,19 i 0,22 (patrz tab. 5.6).  

Tabela 5.6. Skorygowane wartości współczynnika tarcia (eksperymenty)  

Przypadek 
 

  

1 0,23 0,35
2 0,2 0,36
3 0,15 0,19
4 0,1 0,22

Przykładowy przebieg zmiany odkształcenia w punkcie pomiarowym, 
zarejestrowany na podstawie eksperymentu oraz symulacji komputerowej dla 
współczynnika tarcia  = 0,35, przedstawiono na rys. 5.12a. Na rysunku 5.12b 
zaprezentowano przebieg zmiany współczynnika tarcia dynamicznego w trakcie 
eksperymentu i podczas symulacji po zastosowaniu współczynnika korekcji 
 = 1,5. Zarówno w eksperymencie, jak i w symulacji wartość średnia współ-
czynnika tarcia  = 0,35 (patrz tab. 5.6). 
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a)

b) 
Rys. 5.12. Porównanie wyników symulacji komputerowej oraz eksperymentu –  
przypadek 1: a) odkształcenie w punkcie pomiarowym, b) współczynnik tarcia  

dynamicznego 

Kolejnym analizowanym zagadnieniem był wpływ ciśnienia normalnego 
oraz prędkości pocisku na współczynnik tarcia dynamicznego. Na rysunku 5.13a 
zaprezentowano wpływ początkowej prędkości uderzenia pocisku  na współ-
czynnik tarcia  w czterech rozpatrywanych przypadkach wraz z liniową funkcją
aproksymującą:  =  −0,0027 + 0,4085. Współczynnik tarcia określono na 
podstawie eksperymentu, jednak z uwzględnieniem tylko tej części sygnału, 
podczas której dochodziło do kontaktu pomiędzy próbką a pierścieniem dyna-
mometrycznym. Na rysunku 5.13b zilustrowano również wpływ ciśnienia nor-
malnego  na współczynnik tarcia . Jak widać, w badanym zakresie (, ) 
prędkość pocisku  ma dominujący wpływ na wartość współczynnika tarcia, 
a wpływ ciśnienia normalnego  jest znacznie mniejszy. 
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a)

b) 
Rys. 5.13. Wartości współczynnika tarcia  w zależności od: a) prędkości pocisku ,  

b) ciśnienia normalnego 

5.4. Prędkość poślizgu 

W dotychczasowych eksperymentach (Jankowiak i in. 2016, Sutter i in. 
2014) mierzono za pomocą czujnika laserowego jedynie początkową prędkość
pocisku przy założeniu, że prędkość poślizgu  jest równa prędkości początko-
wej pocisku . Próbka, która ma masę mniejszą niż pocisk, rozpędza się do 
prędkości większej niż , tzn. prędkość 

 jest większa niż , a prędkość
pocisku maleje zgodnie z zasadą zachowania pędu. Na próbkę poruszającą się
z prędkością 

 działa siła tarcia, która zmniejsza prędkość poślizgu. A zatem 
prędkość poślizgu nie jest stała. Zaprezentowana w tym podrozdziale metoda 
wyznaczania przebiegu jej zmian jest oparta na symulacjach komputerowych. 
Jako wzorcowy przyjęto przypadek 1 (patrz tab. 5.3). Prędkość pocisku w chwili 
uderzenia w próbkę była równa 23 m/s. Uderzenie rozpędzało próbkę do pręd-
kości większej niż 23 m/s. Na skutek siły tarcia, która jest wprost proporcjonal-
na do siły normalnej oraz zależna od współczynnika tarcia, prędkość próbki się
zmniejszała. Oczywiście, gdy współczynnik tarcia był równy 0, prędkość próbki 
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była stała i równa 34,5 m/s. Początkowa prędkość poślizgu 
 była zależna 

od współczynnika tarcia, co zaprezentowano na rys. 5.14.   

–

Rys. 5.14. Maksymalna prędkość poślizgu 
 w funkcji współczynnika tarcia  przy 

prędkości początkowej pocisku  = 23 m/s

Na rysunku 5.15 przedstawiono zmiany prędkości poślizgu w czasie 
w zależności od wartości współczynnika tarcia. Widać na nim również, że 
w przypadku dużego współczynnika tarcia jest możliwe ponowne uderzenie 
pocisku w próbkę i ponowne jego rozpędzenie ( = 0,7 i  = 1,0). Istnieje moż-
liwość wystąpienia kilku uderzeń, jednak zależy to bezpośrednio od długości 
próbki, mającej wpływ na całkowity czas poślizgu, po którym próbka mija pier-
ścień dynamometryczny. 

Rys. 5.15. Zmiana prędkości poślizgu  w zależności od współczynnika tarcia   
(przypadek 1) 
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Zmiany prędkości poślizgu przeanalizowano z uwzględnieniem 
wszystkich przypadków przedstawionych w tab. 5.3 i stałego współczynnika 
tarcia  = 0,3. Interesujący był przypadek 2, w którym występowały mała pręd-
kość uderzenia  = 17 m/s oraz duże ciśnienie normalne  = 168 MPa. Po-
dobnie jak w przypadku dużych współczynników tarcia – wysokie ciśnienie 
zwiększało siłę tarcia, co z kolei powodowało szybsze zmniejszenie prędkości 
poślizgu. W rozpatrywanym przypadku 2 prędkość poślizgu była najmniejsza, 
a długość próbki, od której zależy całkowity czas poślizgu, była stała. A zatem 
czas poślizgu był stosunkowo długi, co stanowiło przyczynę charakterystycznej 
skokowej zmienności funkcji (patrz rys. 5.16).  

Rys. 5.16. Prędkość poślizgu w czterech rozważanych przypadkach przy stałym  
współczynniku tarcia  = 0,3

Podczas symulacji pocisk uderzał w próbkę pięć razy, a prędkość po-
ślizgu zmniejszała się po każdym kolejnym uderzeniu. W przypadkach 3 i 4, 
w których występowały duże prędkości uderzenia, próbka przesuwała się po 
pierścieniu dynamometrycznym, a za czarną linią ograniczającą mijała pierścień, 
po czym następował koniec procesu tarcia. Wynika stąd, że analizie należy pod-
dać tylko tę część sygnału, która na rys. 5.16 znajduje się przed linią ogranicza-
jącą. Te spostrzeżenia uwzględniono przy obliczaniu rzeczywistych współczyn-
ników tarcia dynamicznego. 

W celu analizy wpływu ciśnienia normalnego na prędkość poślizgu 
uwzględniono przypadek 2, w którym prędkość uderzenia  zwiększono do 
23 m/s (patrz rys. 5.17). Identyczna prędkość uderzenia występowała w przy-
padku 1, co pozwoliło zilustrować wpływ ciśnienia normalnego na zmianę pręd-
kości poślizgu. Wykazano, że gdy prędkość uderzenia była stała, zmieniała się
wyłącznie prędkość hamowania (opóźniania) pocisku (patrz rys. 5.17). 
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a) 

b) 
Rys. 5.17. Wpływ ciśnienia normalnego  na prędkość poślizgu dla: a) małej prędkości 

pocisku, b) dużej prędkości pocisku (patrz tab. 5.3) 

Na rysunku 5.17b przedstawiono zmianę prędkości poślizgu przy więk-
szej prędkości uderzenia pocisku (75 m/s i 76 m/s) (przypadki 3 i 4). Jak wi-
dać, zmniejszenie prędkości poślizgu następowało szybciej, gdy wartość ciśnie-
nia normalnego była większa (przypadek 4). Jednak w obu przypadkach po 
przejściu całej próbki przez pierścień jej prędkość pozostawała stała (patrz linia 
ograniczająca na rys. 5.17b). Zaprezentowana analiza umożliwiła prawidłowe 
określenie prędkości poślizgu i w efekcie zaproponowanie prawa tarcia, w któ-
rym zostały uwzględnione zarówno prędkość poślizgu, jak i ciśnienie normalne.   

-40

-30

-20

-10

0

0 0,0005 0,001 0,0015 0,002

Pr
ęd

ko
ść

 p
oś

liz
gu

 (m
/s

)

Czas (s)

fric 0.3
case-2-vel-23

-100

-90

-80

-70

-60

0 0,0005 0,001 0,0015 0,002

Pr
ęd

ko
ść

 p
oś

liz
gu

 (m
/s

)

Czas (s)

case-3
case-4

Różnica w ciśnieniu normalnym: 119 MPa  

przypadek 1 
przypadek 2 ( = 23 m/s) 

przypadek 3 
przypadek 4 

Różnica w ciśnieniu normalnym: 109 MPa 

Linia ograniczająca – 
koniec procesu tarcia 



134 5. Test służący do określania współczynnika tarcia dynamicznego 
 
5.5. Prawo tarcia 

Z wykorzystaniem danych zaprezentowanych w tab. 5.7 i na rys. 5.18
przedstawiono graficznie prawo tarcia uwzględniające wpływ ciśnienia normal-
nego  i prędkości poślizgu  na wartość współczynnika tarcia . Dokonano 
aproksymacji jego wartości w przestrzeni , ) za pomocą powierzchni pła-
skiej. Parametry powierzchni aproksymującej zidentyfikowano za pomocą me-
tody najmniejszych kwadratów. W związku z tym prawo tarcia , ) przed-
stawiono w następującej postaci:  

Tabela 5.7. Dane wykorzystane do wyznaczenia prawa tarcia 

Rys. 5.18. Interpretacja graficzna prawa tarcia wyrażonego równaniem (5.5) 

Zależność współczynnika tarcia od ciśnienia normalnego oraz od pręd-
kości poślizgu jest ważnym czynnikiem w wielu analizach numerycznych. Usta-
lono, że współczynnik tarcia  zmniejsza się wraz ze wzrostem prędkości pośli-
zgu  oraz zwiększa się wraz ze wzrostem ciśnienia normalnego , przy czym 

45,5

159,5
0,175
0,225
0,275
0,325
0,375

22

83

Ciśnienie 
normalne (MPa)W

sp
ół

cz
yn

ni
k 

ta
rc

ia
 (-

)

Prędkość poślizgu (m/s)

0,325-0,375

0,275-0,325

0,225-0,275

0,175-0,225

, ) = 0,391 + 0,000175 − 0,0024. (5.5) 

   (m/s) 

  22 83

 
 (M

Pa
) 

45
,5 0,35 0,19

15
9,
5

0,36 0,22



 5. Test służący do określania współczynnika tarcia dynamicznego  135
 

 

wrażliwość na zmianę prędkości poślizgu jest znacznie większa niż wrażliwość
na zmianę ciśnienia normalnego (patrz współczynniki w równaniu (5.5)). Dzięki 
zaprezentowanej w tym podrozdziale analizie tarcia dynamicznego jest możliwe 
przeprowadzenie realistycznych symulacji wielu procesów dynamicznych, rów-
nież tych, które były rozpatrywane w niniejszej monografii. 
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Zakończenie 

W monografii zaprezentowano sposoby wykorzystania metod ekspery-
mentalnych i numerycznych w celu określenia dynamicznego zachowania mate-
riałów i konstrukcji oraz ich wytrzymałości. Analizę oparto na wynikach wybra-
nych testów laboratoryjnych: (1) testu dynamicznego ściskania z użyciem pręta 
Hopkinsona, (2) testu Taylora, (3) testu balistycznego, (4) testu dynamicznego 
rozciągania z użyciem pręta Hopkinsona, (5) badania dynamicznego współczyn-
nika tarcia.  

Wymienione eksperymenty służą do określenia wybranych właściwości 
materiałów, których znajomość umożliwia symulację dynamicznego zachowania 
złożonych konstrukcji poddanych obciążeniom wyjątkowym (impulsowym), 
takim jak uderzenia czy wybuchy.  

Najważniejszym osiągnięciem stanowiącym wynik przedstawionej ana-
lizy eksperymentalno-numerycznej było wskazanie czynników, które należy 
wziąć pod uwagę podczas testu ściskania dynamicznego z użyciem pręta Hop-
kinsona, oraz opis sposobu ich uwzględnienia w analizie wyników eksperymen-
tu. Porównując wyniki zastosowania dwóch metod – eksperymentalnej i nume-
rycznej –  wykazano, które czynniki w istotny sposób wpływają na wyniki testu 
(np. tarcie), a które mają mniejsze znaczenie (np. warstwowa budowa próbki). 
Ponadto porównano różne metody analizy wyników testu Taylora. Wykazano, 
że eksperyment ten mimo prostoty może służyć do określania dynamicznych 
właściwości materiałów. Wykorzystując obie metody badawcze, udowodniono, 
że z użyciem jednych równań uzyskuje się prawidłowe wyniki, a z użyciem 
innych uzyskuje się wyniki błędne. Zaprezentowano również szczegółowo spo-
sób prowadzenia testów balistycznych. Z wykorzystaniem dwóch metod badaw-
czych przeanalizowano problem przebijania blach cienkich przez sztywne poci-
ski o różnych kształtach frontu. Istotnym etapem analizy było określenie siły 
uderzenia. Wykazano, że siła uderzenia mierzona za pomocą czujników piezoe-
lektrycznych zależy od warunków brzegowych oraz od sposobu zamocowania 
przebijanej konstrukcji, a nie, jak zakładano w początkowej fazie badań, wy-
łącznie od właściwości materiału, z którego wykonano blachę. Zakwestionowa-
no więc taki sposób pomiaru siły uderzenia. Przedstawiono sposób określania 
dynamicznej wytrzymałości na rozciąganie materiałów kruchych. Udowodniono 
konieczność wykorzystania symulacji komputerowych w analizie wyników eks-
perymentów w celu zapewnienia rzetelności wyników. Przeanalizowano wpływ 
geometrii oraz konfiguracji prętów na prędkość odkształcenia, czas zniszczenia 
i wytrzymałość dynamiczną. Zaprezentowano także uproszczony sposób analizy 
propagacji i interakcji fal w omawianym teście i jego wyniki  porównano za-
równo z wynikami symulacji komputerowej, jak i eksperymentu. Dokładnie 
przeanalizowano metodę określania współczynnika tarcia dynamicznego z wy-
korzystaniem specjalnego trybometru, stosowaną w przypadku dużego ciśnienia 
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kontaktowego oraz znacznej prędkości poślizgu. Zastosowanie dwóch metod 
badawczych – eksperymentalnej i numerycznej – umożliwiło weryfikację zało-
żeń oryginalnej metody wyznaczania współczynnika tarcia dynamicznego oraz 
zaproponowanie metody zmodyfikowanej, a także metody korekcji, służącej do 
prawidłowego ustalenia współczynnika tarcia dynamicznego. 

Na podstawie analizy teoretycznej i eksperymentalno-numerycznej oraz 
interpretacji zaprezentowanego materiału badawczego można sformułować kilka 
wniosków końcowych.  

Pierwszy dotyczy metod badawczych stosowanych w naukach inżynie-
ryjnych. Podczas eksperymentów laboratoryjnych, szczególnie dynamicznych, 
niezbędne jest wykonanie symulacji komputerowych z jednoczesną wnikliwą
analizą badanego zjawiska. Może to uchronić badacza lub inżyniera przed for-
mułowaniem błędnych wniosków lub nadinterpretacją wyników. Ponadto symu-
lacje komputerowe umożliwiają dokładniejsze zrozumienie procesów dyna-
micznych. Takie podejście wymaga jednak doświadczenia i wiedzy z dziedziny 
inżynierii oraz mechaniki materiałów i konstrukcji.  

Wniosek drugi odnosi się do wiedzy stricte z dziedziny budownictwa, 
z obszaru projektowania budowli bezpiecznych i optymalnych pod względem 
ekonomicznym. Wiedza na temat dynamicznych właściwości materiałów jest 
niezbędna do poznania odpowiedzi konstrukcji poddanej wyjątkowym obciąże-
niom, występującym na przykład podczas ataków terrorystycznych. Prowadze-
nie badań laboratoryjnych na złożonych konstrukcjach lub budowlach jest za-
zwyczaj zbyt kosztowne i nawet najbogatsze państwa czy firmy dążą do zmniej-
szenia ich liczby. Ogranicza się więc budowę prototypów, które ulegają znisz-
czeniu w trakcie badań. W związku z tym w celu precyzyjnego określenia wła-
ściwości materiałów można stosować eksperymenty numeryczne oraz dogłębnie 
analizować ich wyniki. 

Wniosek trzeci dotyczy prowadzenia studiów inżynierskich, podczas 
których należy zwracać szczególną uwagę na treści kształcenia dotyczące pro-
wadzenia eksperymentów numerycznych. Ma to na celu wyposażenie studentów 
w wiedzę i umiejętności w zakresie określania dynamicznego zachowania mate-
riałów i wykonanych z nich konstrukcji. Ze względu na obecne wyzwania pro-
jektowe słaba znajomość tego obszaru wiedzy może uniemożliwić optymalne 
projektowanie budowli czy konstrukcji. Autor ma nadzieję, że zaprezentowana 
metodologia badań umożliwi planowanie lepszych eksperymentów dynamicz-
nych i zapewni uzyskanie dokładniejszych wyników dzięki zastosowaniu symu-
lacji komputerowych. 

Aby zapewnić postęp we wszystkich wymienionych obszarach (nauko-
wym, techniczno-ekonomicznym i edukacyjnym), należy rozwijać wiedzę na 
temat właściwości dynamicznych materiałów i konstrukcji oraz pogłębiać zna-
jomość ograniczeń stosowanych metod, zarówno eksperymentalnych, jak i nu-
merycznych. 
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Spis symboli 

ROZDZIAŁ 1 
Alfabet rzymski 

 – pole przekroju prętów inicjującego i odbierającego 
 – funkcja Airy’ego 
 – prędkość fali sprężystej 
 – prędkość fali sprężystej w prętach inicjującym i odbierającym 
 – prędkość fazowa 
 – ciepło właściwe  
 – zmierzony moduł Younga 
 – teoretyczny moduł Younga 
 – moduł Younga prętów inicjującego i odbierającego 
 – przebieg siły działającej na próbkę ze strony pręta inicjującego 
 – przebieg siły działającej na próbkę ze strony pręta odbierają-

cego 
 – długość pocisku 
 – długość początkowa próbki 
 – temperatura odniesienia 
 – temperatura topnienia 
 – czas wzrostu fali 
,  – zniekształcenie pręta inicjującego przy uderzeniu w próbkę
 – prędkość początkowa pocisku 
 – maksymalna prędkość pocisku na podstawie teorii elementarnej 
 – współczynnik kształtu próbki 
 – parametr modelu Johnsona-Cooka (granica sprężystości) 
 i  – parametry modelu Johnsona-Cooka (wzmocnienie odkształce-

niowe) 
 i  – parametry modelu Johnsona-Cooka (wrażliwość na prędkość

odkształcenia) 
 – stosunek naprężenia w testowanym materiale do naprężenia 

zmierzonego 
 – aktualna długość próbki 
 – parametr modelu Johnsona-Cooka (wrażliwość na zmianę tem-

peratury) 
 – czas 
Alfabet grecki 

Λ – długość impulsu fali 
∆ – wzrost naprężenia spowodowany tarciem 
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∆	 – przyrost naprężenia wywołany bezwładnością próbki ze wzglę-
du na przyspieszenie odkształcenia 

∆
 – przyrost naprężenia wywołany bezwładnością próbki ze wzglę-

du na prędkość odkształcenia 
∆ – przyrost naprężenia wywołany bezwładnością próbki 
∆ – wzajemne przemieszczenie końców próbki 
φ – średnica prętów inicjującego i odbierającego 
φ – średnica próbki 
 i  – górne granice całkowania funkcji Airy’ego 
 – przemieszczenie końca pręta obliczone z wykorzystaniem teorii 

fal sprężystych 
 – przyspieszenie odkształcenia w próbce 
 – prędkość odkształcenia w próbce 
 – odkształcenie skorygowane 
 – odkształcenie zmierzone 
 – fala odkształcenia w pręcie inicjującym (fala inicjująca) 
 – fala odkształcenia w pręcie inicjującym (fala odbita) 
 – fala odkształcenia w pręcie odbierającym (fala transmitowana) 
 – odkształcenie promieniowe 
 – odkształcenie podłużne  
̅ – współczynnik korekcji czasu wzrostu fali uwzględniający kształt 

pocisku 
 – gęstość materiału pręta pomiarowego 
 – naprężenie w testowanym materiale 
 – naprężenie zmierzone 
 – fala naprężenia w pręcie inicjującym (fala inicjująca) 
 – fala naprężenia w pręcie inicjującym (fala odbita) 
 – fala naprężenia w pręcie odbierającym (fala transmitowana) 
 – naprężenie płynięcia w próbce 
	 – współczynnik materiałowy związany z procesem adiabatycz-

nym (ang. inelastic heat fraction) 
 – odkształcenie w próbce 
 – współczynnik tarcia 
 – gęstość materiału próbki 
 – naprężenie w próbce 
, ,  – termiczno-lepkoplastyczne zachowanie materiału 

ROZDZIAŁ 2 
Alfabet rzymski 

|| – odległość między laserami czujnika prędkości początkowej 
|∆| – dokładność pomiaru prędkości początkowej 
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 – długość próbki po teście 
 – temperatura krytyczna w modelu Voyiadjisa-Abeda 
 – prędkość początkowa próbki 
– – parametry materiałowe modelu Voyiadjisa-Abeda 
 i  – parametry materiałowe modelu Voyiadjisa-Abeda 

∆
– czas, w jakim próbka pokonuje odległość między dwoma la-

serami 
 – długość początkowa próbki 
 – temperatura 
 – długość części sprężystej 
 – pierwszy niezmiennik tensora naprężenia 
 – drugi niezmiennik dewiatora tensora naprężenia 
Alfabet grecki 

η – współczynnik trójosiowości stanu naprężenia 
φ – średnica próbki 
 – prędkość odkształcenia plastycznego 
 – referencyjna prędkość odkształcenia plastycznego 
 – prędkość odkształcenia 


 – ekwiwalentne odkształcenie plastyczne przy zniszczeniu 

 – odkształcenie plastyczne 
 – naprężenie graniczne, do którego dąży wyrażenie /1 + 

podczas testu quasi-statycznego dla dużego odkształcenia 


 – naprężenie atermiczne 
 – naprężenie płynięcia mosiądzu  
 – naprężenie termiczne 
 – współczynnik kierunkowy prostej aproksymującej wyniki 

testów eksperymentalnych w płaszczyźnie  ,  ⁄⁄ 
 – parametr wzmocnienia zależny od odkształcenia 
 – odkształcenie 
 – gęstość materiału próbki 
 – naprężenie 
ROZDZIAŁ 3 
Alfabet rzymski 

 – początkowe pole rozciąganego przekroju 
 – pole rozciąganego przekroju w chwili zniszczenia 
 – początkowy moduł plastyczności 
– – parametry modelu Wierzbickiego 
 i  – parametry modelu Rusinka-Klepaczki 
– – parametry modelu zniszczenia Johnsona-Cooka 
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 – początkowy moduł Younga 
 – energia wewnętrzna przebijanej konstrukcji 
 – energia dyssypowana przez konstrukcję  
  – początkowa energia kinetyczna pocisku 
 – energia kinetyczna pocisku 
 – energia kinetyczna odprysku 
 – średnia wartość siły uderzenia w symulacji 
 – siła uderzenia w symulacji 
 – średnia teoretyczna siła uderzenia 
 – siła uderzenia założona w modelu analitycznym 
 – liczba pęknięć powstających podczas perforacji pociskiem 

stożkowym w modelu Atkinsa 
 – promień karbu w teście rozciągania 
 – temperatura topnienia 
 – prędkość początkowa pocisku 
 – minimalna prędkość początkowa, przy której pocisk przebija 

badaną konstrukcję
 – prędkość odprysku 
 – prędkość rezydualna pocisku 
 i  – współczynniki kształtu impulsu siły w modelu analitycznym 
 ⁄  – zmiana grubości blachy po kierunku przewężenia w modelu 

Atkinsa 
∗ – parametry modelu Rusinka-Klepaczki 
 – masa pocisku 
 – masa odprysku 
 – początkowy współczynnik wzmocnienia 
 – promień przekroju początkowego próbki rozciąganej 
 – początkowa średnica otworu perforacji w modelu Atkinsa 
 – grubość przebijanej blachy w modelu Atkinsa 
 – czas przebicia 
,  – moduł plastyczności w modelu Rusinka-Klepaczki 
 – moduł Younga 
 – odporność na pękanie w modelu Atkinsa 
 – granica sprężystości w modelu Atkinsa 
 – współczynnik korekcji krzywej w przestrzeni   
 – parametr wzmocnienia odkształceniowego w modelu Atkinsa
,  – współczynnik wzmocnienia modelu Rusinka-Klepaczki
 – pierwszy niezmiennik tensora naprężenia 
 – drugi niezmiennik dewiatora tensora naprężenia 
 – względna masa odprysku 
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Alfabet grecki 

η – współczynnik trójosiowości stanu naprężenia 


 – ekwiwalentne odkształcenie plastyczne przy zniszczeniu 

 – lokalne odkształcenia w teście rozciągania 
 – maksymalna prędkość odkształcenia w modelu Rusinka-Kle-

paczki 
 – minimalna prędkość odkształcenia w modelu Rusinka-Kle-

paczki 
, ,  – naprężenia ekwiwalentne w modelu Rusinka-Klepaczki 
∗,  – naprężenie efektywne w modelu Rusinka-Klepaczki 
, ,  – naprężenie wewnętrzne w modelu Rusinka-Klepaczki 
 – odkształcenie plastyczne w momencie zniszczenia przy roz-

ciąganiu w modelu Atkinsa  
ν – parametr modelu Rusinka-Klepaczki 
, – parametr modelu zniszczenia Wierzbickiego; odkształcenie 

niszczące przy czystym ścinaniu 
, – parametr modelu zniszczenia Wierzbickiego; odkształcenie 

niszczące przy rozciąganiu 
κ – parametr określający kształt krzywej w przestrzeni   
∗ – parametr zależny od mikrostruktury 
∗ – początkowe naprężenie efektywne modelu Rusinka-Klepaczki 
φ – połowa kąta rozwarcia stożka 
η – współczynnik trójosiowości w teście rozciągania według for-

muły Bidgmana 
 – względna energia dyssypowana 
 – względna prędkość początkowa 
λ – względna prędkość rezydualna 
 – odkształcenie odpowiadające granicy sprężystości 
ROZDZIAŁ 4 
Alfabet rzymski 

	  – pole przekroju pręta transmitującego 
	 – pole przekroju pręta pomiarowego 
 – współczynnik kierunkowy impulsu naprężenia przy założeniu 

zmiany liniowej  
 – prędkość fali sprężystej w prętach transmitującym i pomiaro-

wym 
 – prędkość fali sprężystej w pocisku 
 – prędkość fali sprężystej w próbce 
 – moduł Younga prętów transmitującego i pomiarowego 
 – moduł Younga pocisku 
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 – moduł Younga próbki 
 – długość pręta transmitującego 
 – długość pręta pomiarowego 
 – długość pocisku 
 – długość próbki 
 – prędkość początkowa pocisku 
  – impedancja pręta transmitującego 
 – impedancja pręta pomiarowego 
 – impedancja próbki 
 – długość impulsu fali naprężenia (czas obciążenia) 
 – czas zniszczenia 
 – krytyczny czas zniszczenia 
 – prędkość fali sprężystej w ośrodku 
 – impedancja 
 – parametr związany z aktywacją energii podczas procesu pękania 
Alfabet grecki 

ν – współczynnik Poissona prętów transmitującego i pomiarowego 
φ – średnica pręta transmitującego 
φ – średnica pręta pomiarowego 
φ – średnica pocisku 
ν – współczynnik Poissona pocisku 
φ – średnica próbki 
ν – współczynnik Poissona próbki 
 – gęstość materiału prętów transmitującego i pomiarowego 
 – gęstość materiału pocisku 
 – gęstość materiału próbki 
 – intensywność naprężenia w pręcie półnieskończonym według 

Skalaka 
 – intensywność naprężenia w pręcie według rozwiązania teore-

tycznego 
 – intensywność naprężenia fali przychodzącej w pręcie transmi-

tującym 
 – intensywność naprężenia fali odbitej w pręcie pomiarowym 
 – intensywność naprężenia fali odbitej w pręcie transmitującym 
 – intensywność naprężenia fali transmitowanej do próbki 
 – intensywność naprężenia fali transmitowanej do pręta pomiaro-

wego 
 – naprężenie krytyczne (wytrzymałość dynamiczna) 
 – quasi-statyczna wytrzymałość materiału 
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ROZDZIAŁ 5 
Alfabet rzymski 

  – pole powierzchni kontaktu 
 – pole przekroju poprzecznego cienkich ścianek sensora siły 

w miejscu, gdzie naklejono tensometry 
 – siła normalna podczas kontaktu 
 – przebieg zmiany siły tarcia podczas kontaktu 
 – ciśnienie normalne podczas kontaktu 
 – prędkość pocisku 
 – prędkość poślizgu 
ℎ – grubość przekładek dystansujących 
 – moduł Younga materiału, z którego jest wykonany sensor siły 
Alfabet grecki 

 – przebieg zmiany odkształcenia w i-tym punkcie pomiarowym 
̃ – przebieg zmiany odkształcenia w punktach pomiarowych 

(wartość średnia) 
 – współczynnik korekcji 
 – współczynnik tarcia 
 – współczynnik tarcia (nowa metoda) 
 – współczynnik tarcia (metoda oryginalna) 


 – współczynnik tarcia w eksperymencie (nowa metoda)


 – współczynnik tarcia w eksperymencie (metoda oryginalna) 
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Streszczenie 

Monografia zawiera systematyczny opis wybranych metod eksperymentalnych 
stosowanych do wyznaczania dynamicznego zachowania materiałów i konstrukcji. Ana-
liza teoretyczna oraz eksperymentalno-numeryczna umożliwiła uwzględnienie tych 
czynników, które nie powinny być pominięte podczas badań.  

Omówiono sposób wykonywania testu ściskania dynamicznego z użyciem pręta 
Hopkinsona. Dokonano analizy wpływu tarcia na wyniki testu. Przeanalizowano zjawi-
sko dyspersji geometrycznej, które występuje przy zderzeniu elementów systemu, oraz 
ustalono, jaki jest wpływ bezwładności próbki na wyniki testu. Przedstawiono, jak znie-
kształcają się pręty pomiarowe na skutek uderzenia w próbkę. Poddano analizie wpływ 
kształtu pocisku na wyniki pomiaru fal w prętach, a także możliwość wykorzystania 
w teście próbki warstwowej i wpływ jej budowy na uzyskane wyniki.  

Kolejnym eksperymentem omawianym w monografii jest test Taylora. Przed-
stawiono podstawowe równania analityczne służące do obliczania poziomu odkształce-
nia oraz prędkości odkształcenia podczas testu oraz porównano różne równania wyko-
rzystywane do obliczania poziomu naprężenia. Przeanalizowano wyniki zarówno ekspe-
rymentów laboratoryjnych, jak i symulacji komputerowych z uwzględnieniem zniszcze-
nia próbki podczas testu.  

Omówiono sposób wykonywania testów balistycznych z jednoczesnym wyko-
rzystaniem metod eksperymentalnych i symulacji komputerowych. Opisano wpływ 
kształtu frontu pocisku na mechanizm zniszczenia przebijanej powłoki. Zaprezentowano 
zależność prędkości rezydualnej od prędkości początkowej pocisku oraz wpływ tej za-
leżności na energię dyssypowaną podczas perforacji. Przeanalizowano również trudności 
związane z pomiarem siły uderzenia za pomocą czujników piezoelektrycznych, a także 
przedstawiono metodę pomiaru średniej siły uderzenia na podstawie prędkości począt-
kowej i rezydualnej oraz czasu zniszczenia. 

Przedstawiono ponadto sposób określania dynamicznej wytrzymałości na roz-
ciąganie materiałów kruchych za pomocą pręta Hopkinsona. Wykazano, jak ważne jest 
sprzężenie eksperymentów laboratoryjnych oraz symulacji komputerowych uzupełnio-
nych rozwiązaniami teoretycznymi. Takie podejście prowadzi do określenia rzeczywistej 
dynamicznej wytrzymałości szkła i umożliwia wykrycie nieścisłości zarówno w trakcie 
eksperymentów, jak i symulacji. Omówiono również kumulatywne kryterium zniszcze-
nia, które zastosowano w badaniach wytrzymałości szkła. Wykazano konieczność pre-
cyzyjnego pomiaru krytycznego czasu zniszczenia, od którego zależy wytrzymałość
dynamiczna.  

Tematem rozważań w tej pracy był pomiar współczynnika tarcia dynamiczne-
go, którego wartość nie powinna być arbitralnie przyjmowana w symulacjach. Spośród 
wielu znanych metod określania tej wartości przedstawiono jedną, opartą na zastosowa-
niu specjalnego trybometru, który umożliwia uwzględnienie dużych wartości ciśnienia 
normalnego i prędkości poślizgu podczas kontaktu. Omówiono metodę polegającą na 
wykorzystaniu zjawisk falowych do wyznaczania siły normalnej i siły tarcia występują-
cych w takich warunkach. Zaproponowano zoptymalizowaną metodę umożliwiającą
dokładniejsze określenie współczynnika tarcia dynamicznego. 
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Summary 
  
The monograph contains a systematic description of selected experimental 

methods used to define the dynamic behavior of materials and structures. Theoretical 
and experimental-numerical analysis allows taking into account these factors, which 
should not be avoided during testing.

A dynamic compression test using split Hopkinson pressure bars is discussed. 
The effect of friction between the bars and specimen on the test results is analyzed to-
gether with the phenomenon of geometric dispersion, which occurs when system com-
ponents impact. The aftercome of specimen inertia on the test results is also established.
The effect of bars distortion during the impact into the specimen, a “punching” phenom-
ena, is presented. The projectile front shape effect on the rising time and on the signal 
smoothing of the waves recorded along the input and the output bars is discussed. In 
addition, the ability to use test specimen layered and its effect on the results is presented 
and compared with continuum specimen. This possibility is a key point when the materi-
al is produced as sheet metal. 

Another experiment discussed in the monograph is the Taylor test. The basic 
analytical equations to calculate the strain and strain rate during the test are presented 
and different equations used to calculate the stress level are compared. The results of 
tests in both laboratory and computer simulation are analyzed taking into account the 
failure of the specimen. 

The ballistic test using experimental methods and computer simulations is dis-
cussed in the monograph. The influence of the front shape of the projectile on the mech-
anism of steel sheet failure is shown. The curve in the space of the initial and of the 
corresponding residual projectile velocity together with energy dissipated during perfo-
ration are presented. The difficulties associated with the measurement of the impact 
force by the piezoelectric sensors, together with a method of measuring the average 
impact force using the initial and the corresponding residual projectile velocity and the 
failure time are discussed.

A method for determining the dynamic tensile strength of brittle materials using 
spalling Hopkinson pressure bar is discussed. It has been shown how important is the 
coupling of laboratory test and computer simulation results with simple wave propaga-
tion theory. This approach determines the dynamic strength of the glass and allows to 
detect the inconsistencies during both experiments and simulations. The cumulative 
failure criterion, which is used in examining dynamic strength of the glass is shown. The 
test presents the necessity of the precise measurement of the failure time which depends 
on the dynamic strength of the material. The method allows to predict the dynamic fric-
tion coefficient for a wide range of normal pressure and of the sliding velocity.  

The measurement of the dynamic friction coefficient, which should not be taken 
arbitrarily in simulations, is the topic of discussion in the monograph. The method al-
lows to determine the dynamic friction coefficient for wide range of the normal pressure 
and of the sliding velocity at the contact area. The method predicts the normal and the 
frictional forces and finally the dynamic friction coefficient based on the wave propaga-
tion phenomena using special tribometer. The optimized method together with correction 
factor idea, which allows more accurate determination of the dynamic friction coefficient 
are presented. 
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